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1 Introduction

1.1 Définition du probléeme d’optimisation

Dans le cadre de ce cours on étudie les problemes d’optimisation continue qui consistent a trouver les extrema d’une
fonction f(x) définie sur K € V a valeur dans R, ol V' est un espace vectoriel normé.
On s’intéresse a la détermination de

inf f(x)
s.c. cPx)

s.c. I( )j
eR”
avec

R" — R,
¢ : R —R™,
' R"—RP,

f ¢ régulieres.

SIS

Les contraintes d’égalité ou d’inégalité s’exprimeront parfois également sous la forme d’une contrainte d’apparte-
nance a une partie convexe X C R"™. Dans le cas o le minimum de f est atteint on utlisera la notation

min f(z).

zeK
La notation ¢/ (z) < 0 n’est pas universelle. Dans ce document elle signifie c]I- (x) <Opourtoutj=1,...,p.
Les applications pratiques sont diverses

— Etats d’équilibre de systémes physiques : la propagation d’ondes (lumineuses ou acoustiques) peut se modéliser
par des parcours minimisant le temps de trajet; la structure d’une protéine est celle qui minimise 1’énergie
potentielle intramoléculaire; le probleme de la chainette décrit la courbe d’équilibre d’une ligne (chaine ou
cable) suspendue entre deux points, homogene, inextensible, sans rigidité en flexion, soumise a son seul poids.

— Etats d’équilibre économiques : du point de vue du consommateur (équilibre entre la consommation et le tra-
vail), du point de vue du producteur (optimisation d’un plan de production en fonction des prix de revient et de
vente des biens produits)

— Contréle : la fonction f mesure les performances ou le colit d’un systeéme physique, le vecteur x mesure les
parametres du systéme qu’on peut faire varier. Exemple : f consommation d’une voiture, x forme du véhicule,
puissance du moteur, vitesse.

— Identification de paramétres : 1a fonction f mesure la différence entre des observations dépendant de parametres
inconnus et les mémes quantités calculées a partir d’'un modele. Exemple : échographie. f est la différence entre
les signaux sonores mesurés et ceux renvoyés par un obstacle connu. x module de compressibilité acoustique
du milieu observé.

Dans tous les cas, il est nécessaire de relier les parametres a la fonction & minimiser par I'intermédiaire d’un modele.
1.1.1 Définition du minimum
Appelons

Y={zeK, F)=0,c(z)=<0} (1.1)

I’ensemble des vecteurs vérifiant toutes les contraintes. On dira que z* € Y réalise

— un minimum local s’il existe € > 0 tel que

f(@*) < f(x) pourtout ze€Y tq.|z—z"|<e.



— un minimum local strict ou isolé s’il existe € > 0 tel que
f(@*) < f(x) pourtout z€Y tqz#z et|r—z"|<e.
— un minimum global si
f(x*) < f(x) pourtout =z €Y.
— un minimum global strict ou isolé si
f(z*) < f(x) pourtout z€Y tq.z# "

On dit parfois que z* est un minimum de f(z), mais c’est un abus de langage. Le terme exact, si x* réalise un
minimum de f, est qu’il est un minimiseur de f, qu’on note

x* = argmin f(x)
z€Y

Dans le cas ou la fonction objectif présente un minimum de régularité, on peut énoncer le résultat suivant

Théoreéme 1.1. Soit une fonction f continue sur un sous ensemble C fermé de R". Si l'une des hypotheses
suivantes est vérifiée

— C est borné,

— C estnon borné et f coercive (lim|;| o0 f(x) = +00),

alors f admet un minimum sur C

Preuve On commence par montrer qu’il existe xg tel que I’ensemble Cy,, = {z, f(z) < f(x)} est borné.
— Si C estborné, C, C C est borné pour tout z.

— Si C n’est pas borné et f coercive, supposons que Vzy € C Cy, soit non borné, d’apres la coercivité il existe
M (zp) > 0, tel que si |z| > M(zo) f(z) > f(zo). Choisissons y € Cy, non borné, tel que |y| > M (xzg)
pour avoir une contradiction.

Donc f continue atteint ses bornes sur z* sur ’ensemble C,,, = {z, f(z) < f(zo)} fermé borné. Donc il existe
z* € Cy, tel que f(2*) = mingec,, f(2) = mingec f(x). [

1.1.2 Deux classes de méthodes

— Meéthodes déterministes : utilisation des propriétés de régularité de la fonction objectif, méthodes de descente
— avantages : rapidité
— inconvénient : possibilité d’étre piégé pres d’un minimum local
— Meéthodes stochastiques : exploration aléatoire du domaine de recherche, pas besoin de régularité
— avantages : robustesse, minimum global
— inconvénient : lenteur
Le chapitre 2 présente les méthodes déterministes pour I’optimisation sans contraintes. Les méthodes d’optimisation
avec contraintes sont présentées au chapitre ?? pour les contraintes d’égalité et au chapitre pour les contraintes d’in-

égalité. Avant cela, quelques rappels sur la différentiabilité des fonctions de plusieurs variables et sur la convexité des
ensembles et des fonctions.

1.2 Rappels de calcul différentiel

Les méthodes d’optimisation utilisant les propriétés de régularité des fonctions qu’on cherche a minimiser, nous
commengons par des rappels de ces propriétés. On renvoie au polycopié de calcul différentiel de L3 [2] pour la
plupart des démonstrations.



1.2.1 Différentiabilité au premier ordre

Définition 1.1. Soit f une application de R™ dans R™ On dit que f est différentiable au sens de Fréchet en  s’il
existe une application linéaire L continue de R dans R" telle que pour tout i € R"

f(@+h) = f(z)+ L(k) + o(|A]),

etonnote D f(x) = L la différentielle de f au point x.

Définition 1.2. On dit que f est différentiable au sens de Giteaux en z si pour tout h € R", la fonction g(t) =
f(x + th) est dérivable. On note D f(x) I’application différentielle de f en x qui s’applique a h € R

df (x + th)

Df(x)h = 7 .

Quelques définitions et propriétés s’ appliquant aux fonctions différentiables

— Si une fonction est différentiable (au sens de Fréchet) alors sa différenticlle au sens de Géateaux existe (la
réciproque n’étant pas toujours vraie).

— Si V est un espace de Hibert, si f est différentiable, le théoréme de représentation de Riez conduit a la définition
du gradientde f : Vf(z) € V

(Vf(z),y) = Df(x)y.

— Dérivée directionnelle de f dans la direction d € R”

lig 1@ 00 = f(@)

a—0 (%

= (Vf(x),d).

— Direction de descente d € R"

(Vf(z),d) < 0.

al'j

— On dit qu’une fonction f : U C R™ — R est de classe C* si toutes ses dérivées partielles jusqu’a ’ordre k
existent et sont continues sur U

0
— Si V = R" le gradient est le vecteur des dérivées partielles ( f(x)) .
j=1,..n

Définition 1.3. Définition de la matrice jacobienne E et F' evn, dimensions n et m, bases B et B'.

SoitU C Eouvertet f: U — F, f(x) = (f1(x),..., fm(x)) différentiable en a € U.

Df(a) € L(E, F) donc il existe une unique matrice jacobienne .J f(a), m X n, qui représente D f(a) dans les bases B et
B'.

Soith = (h1,...,hy) € Eona Df(a).h = Jf(a)h.

Dfl (a) Dfl (a)h hl
Df(a) = ; , s0it D f(a)h = : =Jg(a) | :
Df(a) Df(a)h hn,
Dfi(a)e;
Le jeme vecteur colonne de J;(a) est le vecteur :
D fr.(a)e;
(avec (e;)m = 0jm), et Df;(a)e; = Of; (a)
j)m — Yim)s % i —({;9;] P
ouJf(a) = (Jf (a)i’j)ﬁll’;;ﬂ’fﬁ = 83:; )3_::11,:‘.‘.‘,2

Et enfin rappelons les formules de Taylor



Théoréme 1.2. Formules de Taylor au premier ordre : Soit U un ouvert d’un espace vectoriel E et f : U — F
une application différentiable de U dans un espace vectoriel F. S’il existe k > 0 tel que ||df (z)| < k pour tout
x € U alors quels que soient x,y € U tels que le segment [x,y] C U on a

1f(y) = f(@)] < kly — x]. (1.2)

Soit f : R™ — R différentiable sur S centrée en x. Pour tout d € R" t.q. x + d € S il existe « € [0,1] 1. q.

fle+d) = f(z) +(Vf(zx + ad),d). (1.3)

Exercice 1.1. Montrer que les fonctions suivantes sont différentiables au premier ordre et calculer leur différentielle
— f:R — R, dérivable sur R

— L : F — F,linéaire avec F et F' evn
— A: E — F, affine: A(x) = L(z) + b avec L linéaire et b € F
— f(X) =]X]3, avec X € R"

Corrigé :

— f:R — R, dérivable sur R
Vz e R, f'(z) = limp0 w existe et est finie). D f(z) = f'(x), Df(z)(h) = f'(x)h

— L: E — F,lindaire avec Eet Fevn f(X +h) — f(X) = f(h) = Df(X)h avec Df(x) = f.Si E dim n et
Fdimm, f(X) = AX avec A matrice m X n. Donc df (z)h = Ah

— A: E — F,affine: A(x) = L(x) + b avec L linéaire et b € F
Idem df (z)h = Ah

— [(X) =|X[3,avec X € R (X +h) — f(X) = | X + Al — |X]3 = (22, h) + |hl* = 37y (22i + ho)hi =
23y wihi + 305, b = DF(X)h + [hf3
avec Df : R" — ,C(Rn,R), (Df(X))” = 51]1‘1 et Df(X)h = <2X, h>

|
Autres exemples
0 si (x1,22) = (0,0)
— f:R2—>R:($1,{B2)’—> 7173 .
24,5 Sinon

— Différentielle d’une application bilinéaire : Soient E;, Eo et F' trois evn. Alors toute application bilinéaire
continue B : F1 x Fy — F estdifférentiable en tout point (a1, as) € E} X E5 et sa différentielle est 1’application
lindaire Fq x Ey — F définie par (h, k) — B(aq, k) + B(h,a2).

— Différentielle d’une application multiliénaire : Toute application multilinéaire continue L : F/y X ... X Ej, — F'
est différentiable en tout point et sa différentielle au point (ay, ..., ax) € E1 X...X E} est]’application linéaire
de F1 X ... x Ej dans F':

(hl,...,hk) — L(hl,ag,....,ak)—l—L(al,hg,ag,...,ak)
+...+L(a1,...,ak_1,hk)

Pour obtenir les différentielles des exemples ci-dessus on utilise le théoréme suivant

Théoréme 1.3. Soit L : F1 X ... x B, — F k — linaire.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. L est continue en tout point.

2. L est continue en (Og, ,...,0g,).




3. il existe une constante C' > 0 telle que pour tout (x1,...,x) € E1 X ... X Ey, |L(z1,...,2)|r <

Claile, - - |2kl g,

On rappelle enfin la régle de calcul de la différentielle d’une composition :

Proposition 1.1. Soient E, F et GG trois espaces vectoriels normés. Soient U C E et V. C F deux ouverts. Soient
f:U—Vetg:V — G deux applications telle que f(U) C V.
Si f est différentiable en a et g est différentiable en f(a), alors g o f est différentiable en a et

D(go f)(a) = Dy(f(a)) e Df(a).

A titre d’exemple, on montre comment on peut appliquer cette régle au calcul des dérivées partielles sur un evn de
dimension finie : soit £ un espace vectoriel de dimension n
B = (e1,...,ey,) une base de E.
f+ E— R™ une application différentiable en a € E.
¢:R" = E, (21, ...,2n) — ¢(z1,...,2p) = Y 1| Ti€;.
¢~ 1(e;) est le j-eme vecteur de la base canonique de R™.
Onposeg= fo¢:R"— R™etb= ¢ '(a). Alors

%4 = b b) = Df o ¢(b)(¢ (¢

S95) = Dyorieyg(b) = Df 0 6(0)(67(e;)

J
—  D(6(b)) o Dé(b)(&(e;)
= F(6(b) 0 067 e))) = D (a)(e) = De, (@)

D, f(a) n’est autre que la j-eéme dérivée partielle de f en a. Donc, les dérivées partielles de f en a sont égales aux

dérivées partielles de g en b, par suite J f(a) = Jg(b). Ainsi le calcul des matrices jacobiennes, en dimension finie,
se ramene au calcul d’une jacobienne dans R™.

Exercice 1.2. 1. On considére E = R3[X]| = {ag + a1 X + a2 X? + a3X3,a; € R}
dim E = 4, base B = {1, X, X2, X3}
On considere la fonction f : ¥ — R, définie par

flao+ a1 X +aaX? + a3 X?) = €™ + cos(a1) + cos(az) + a3 sin(a3)

— Montrer que f différentiable
— Calculer les dérivées partielles de f au point Py = 1 + 2X?2 + X3

Corrigé : On applique la méthode précédente : g : R3[X] — R* est I'isomorphisme canonique qui 2 un polynéme de
degré 4 associe ses coordonnées dans la base canonique. Sa différentielle est Dg telle que Dg(P)H = g(H).

1
Ici Py =1+ 2X2+ X3 donc g(Py) = 0
1
h : R* — R est la forme linéaire qui & a € R? associe €% + cos(ay) + cos(az) + a3sin(ag), sa différen-
e
—sina

tielle est Dh telle que Dh(a)d =< Vh(a),d6 > avec Vh(a) = . Donc Vh(g(Py)) =

—sin(ag) + 2ag sin(asg)
a3 cos(as)
e
0
—sin(2) + 4sin(1)
4 cos(1)

Finalement comme D f(P) = Dh(g(P))oDg(P) onobtient D f(Py)H = eHy+ (4sin(1) —sin(2)) Hy+4 cos(1) Hs
|



Proposition 1.2. Différentielle d’une combinaison linéaire : Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et soit
U C E un ouvert. Soient f et g deux applications définies dans U a valeurs dans F et X et |1 deux scalaires.
Si f et g sont différentiables en a, il en est de méme de \f + g et

D(\f + pg)(a) = ADf(a) + uDg(a).

Composition avec une application linéaire : Soient E, F' et G trois espaces vectoriels normés et a € E. Soit f une
application d’un voisinage de a a valeurs dans F', différentiable en a.
1)Siu e L(F,G), uo f est différentiable en a et

D(uo f)(a) =uo Df(a)
2)Siv e L(G, E) et siv(b) = aalors f ov est différentiable en b et

D(fow)(b) =Df(a)owv
Exercice 1.3. Calculer la différentielle de f(z) = |Az + b|? avec A € M, (R), z € R", b € R™

Corrigé : On peut poser v(z) = Ax + b affine, différentiable Dv(x)h = Ah, g(x) = |z|? différentiable Dg(x)h =
2(z, h). Donc f = g o v différentiable et D f(z) = Dg(v(z)) o Dv(z) donc D f(z)h = 2(Ax + b, Ah) [ |
La composition avec une application bilinéaire suit la regle suivante :

Proposition 1.3. Soient E, F' et G trois espaces vectoriels normés. Soient U un ouvert de E, fi : U — F et
fo : U — F deux applications différentiables en a € U, a valeurs dans F.

Alors pour toute application bilinéaire continue ¢ : F' x F' — G, 'applicationde E — G, x — ¢(f1(x), fa(x)) est
différentiable en a et pour tout h in E

Do(f1, f2)(a)h = (D fr(a)h, f2(a)) + ¢(fi(a), D fa(a)h)

Exercice 1.4. Calculer la différentielle de la fonction f qui a = associe f(z) = (L(z),z) avecx € Fevnet L € L(FE)
continue.

Corrigé : (x,y) est bilinéaire donc différentiable et L(z) linéaire donc différentiable.

fle+h)—f(x) = (L(x+h),z+h)—(L(z),x)
= (L(x)+ L(h),x 4+ h) — (L(x), z)
= (L(x),h) + (L(h),z) + (L(h), h) = g=(h) + f(h)

avec g.(h) = (L(z),h) + (L(h), ) linéaire en h. Or L continue donc (L(h),h) < |L(h)||h] < C|h|?* donc
Df(w)h = (L(x), h) + (L(h), ) =
Rappelons enfin quelques régles qu’on connait par coeur en dimension un mais peut-&tre moins en dimension quel-
conque

Proposition 1.4. Différentielle d’un produit : Soient f : U — R™ et g : U — R deux applications différentiables en
acU.
Alors Uapplication fg: U — R™ est différentiable et

D(fg)(a) = g(a).Df(a) + f(a).Dg(a).
Proposition 1.5. Différentielle d’un quotient :
Soit f une application définie dans U a valeurs dans R, différentiable au point a € U.

1
Si f(a) # 0 alors 'application — est définie dans un voisinage de a et est différentiable en a :

f



(Az.a)
EE

Exercice 1.5. Calculer la différentielle de f(x) = avecx € R"et A € S™, & # Ogn.

Corrigé : On applique les régles précédentes : on pose g(x) = (Az,z) qui est différentiable avec Dg(x)h

2(Ax, h). On pose aussi r(z) = |x|3 qui est différentiable avec Dr(x)h = 2(z, h). Avec ces notations s(x) = le)
pour x # Ogn est différentiable et Ds(x)h = —W. Finalement f(z) = g(z)s(x) est différentiable et D f(x) =
2

s(z)Dg(x) + g(x)Ds(x) donc

_ 2(Az,h)  2(Az,z)(z, h)
DIER = = ol
(Az, b))z — (Az, z)(x, h)

2

2

1.2.2 Différentiabilité au second ordre

Définition 1.4. Soit une fonction f différentiable sur V. f est deux fois différentiable en z( s’il existe une
application linéaire L(xo) : V — V' telle que

Df(zo+ h) = Df(xo) + L(zo)h + o(|h|v) € V',

ot V' désigne le dual topologique de V. La différentielle seconde de f, notée D? f (), est I’application L(zg) :
V-V

Définition 1.5. Soit une fonction f de R™ dans R deux fois différentiable sur R™. Le gradient de f est une
fonction de R™ dans R™. On peut calculer ses dérivées partielles et former ainsi la matrice hessienne ou le

hessien® de f, de R™ dans R"™*",
0% f(x
Oz;0x; ij=1,..n

a. En frangais, hessien ou hessienne ne prend pas de majuscule ni comme adjectif ni comme nom, contrairement a 1’anglais

Théoreme 1.4 (de Schwarz). Si la fonction f est deux fois différentiable, sa matrice hessienne est symétrique.

Théoreme 1.5 (Formule de Taylor au second ordre). Soit f : R™ — R deux fois différentiable sur S centrée en
x.

— pourtoutd € R" t.q. v +d € S, il existe o € [0,1] 1. g.

Fla+d) = f(z)+ (VF(z),d) + %(Hf(achad)d, ). (1.4)

On rappelle enfin le résultat général ([4])

Théoreme 1.6 (Formule de Taylor 4 I'ordre p). Soit f : E — F, p fois différentiable et telle que | f ) (z)| < k

10




sur S C E centrée en x. Alors pour tout d tel que x +d € Sona

p—1
x - flz) — @) (g E P,
|f(z+d) — f(x) q;f (z) (d, ad)HSkp!HdH

q fois

1.3 Rappels de convexité
1.3.1 Ensembles convexes

Dans ce paragraphe on rappelle quelques propriétés et définitions sur les ensembles convexes.

Définition 1.6. Ensemble affine Soit une droite passant par deux points x; et x5 dans R

r=0zx1+ (1 —0)z2, 6€R.

Un ensemble A est affine s’il contient toutes les droites
passant par deux points quelconque de A

— Exemple : ’ensemble des solutions d’un systeme li-
néaire A = {z, Ax = b}

— (Inversement tout ensemble affine peut s’exprimer
comme I’ensemble des solutions d’un systéme linéaire

Définition 1.7. Ensemble convexe
Segment de droite reliant deux points x; et xo

z=0x1+ (1 —0)zy, 0<60<1.

— Un ensemble C est convexe s’il contient tous les segments de droite reliant deux points quelconques de C

— Exemples (un convexe, deux non convexes)

Définition 1.8. Combinaison convexe et enveloppe convexe Une combinaison convexe de k points de R",
z1,...,T estun point x € R" tel que

k
=011 + 0020+ ...+ Orxy = 2921‘2
i=1

avec 0y +---+0,=1et0;, >0Vi=1,...,k

L’enveloppe convexe d’un ensemble F, noté conv E, est ’ensemble de toutes les combinaisons convexes de
points de E/

11




Définition : une combinaison (conique) positive de k points
(%i)i=1,...k de R™ est un point de R" de la forme

55:2?:19@1‘ 2
avec 0; > 0
Vi=1,...,k

0 e

Définition : un sous ensemble C' de R™ est un cone convexe si
Vxi,x9 € é’, V0,09 € R+, 0121 + Oox9 € é

Définition : I’enveloppe conique d’un sous ensemble X de R" est I’ensemble de toutes les combinaisons positives de
points de E. On la note cone(F).
Propriété : 1’enveloppe conique de E est le plus petit cone convexe contenant F.

atr = alzg .
Définition : un hyperplan est un ensemble de la forme
H = {x,a'x = b} avec a # 0
Définition : a est le vecteur normal 7o

Propriété : un hyperplan est affine et convexe

atxr >b

Définition : un demi-espace est un ensemble de la forme
79 E = {x,a'x <b}aveca #0
Propriété : un demi-espace est convexe

alx < b
Notation : e S™ I’ensemble des matrices symétriques n X n
AeS" e A=AT

e 5" I’ensemble des matrices symétriques semi définies positives n X n

Aec S"et

A€S+<:>{ VoeR"(Az,z) >0

Propriété : S' est un cone convexe
e 5", I'ensemble des matrices symétriques définies positives n x n

AeStet

A€S++@{ (Az,2) =0=2=0

Exemple : 55

12



Définition : boule (euclidienne) de centre z. et de rayon r
Blae,r) = {a, o — zelo < 1} = {ae + ru, Juls < 1}
D¢éftinition : un ellipsoide est un ensemble de la forme
E={z,(x —z.)'P Yz —z.) <1} avec P € ST

Propriété : E = {x. + Au, |u|2 < 1} avec A carrée inversible
Définition : un polyédre est un ensemble de la forme P := {x € R", Az < b} avec A € R"™*" etb € R™ fixés.
Propriété : un polyedre est une intersection finie de demi espaces fermés de R™.

Propriété : Critere de convexité d’un ensemble C
— Vérifier la définition Vx1, 20 € C, V0<0<1, 6Ox1+(1—0)z2€C

— Montrer que C' peut étre obtenu a partir d’ensembles convexes simples (hyperplans, demi espaces, boules,...)
par des opérations préservant la convexité

— intersection
— fonctions affines
Propriété : L'intersection d’un nombre quelconque de convexes est un convexe
Exemple 1.1. Par exemple considérons I’ensemble S = {z € R™, |p(t)| < 1,V|t| < 7/3}

avec p(t) = x1 cost+xg cos 2t+. ..+ x,, cos mt. La figure ci-dessous en donne une représentation dans le cas m =
2. Il est trivial de prouver sa convexité en utilisant la propriété, mais ¢’est beaucoup plus difficile si on part de la défini-

x2
o
L

tion.

Soit une fonction affine sur R" f(x) = Az +bavec A € R™*"etb € R™
Propriété : ’image d’un convexe par f est un convexe

C C R" convexe = f(C) = {f(z),z € C} convexe
Propriété : I’ image réciproque d’un convexe par f est un convexe

C Cc R™ convexe = f1(C) = {z € R", f(x) € C} convexe
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1.3.2 Fonctions convexes

Définition 1.9. Une fonction f : C — R est

— convexe ssi pour tout z,y € C,
fOz+ (1 =Ny) <Af(z) + (1 -AN)f(y), VYaelo1].

— strictement convexe ssi pour tout x,y € C, x # y

fOz+ (1 —=Ny) <Af(z)+ (1 —-N)f(y), VYae€]0,1].

Exercice 1.6. Montrer que les fonctions suivantes sont convexes

— affine f(x) = a’z + b, avec z,a,b € R"

— normes |z, = (37, #5)V/P for p > 1, | 7] 0o = maxy x| avec x € R”

— Fonctions affines sur R"*"

m n

FX) =tr(ATX)+b0=>) "> A;X;;+b

i=1 j=1
— Norme spectrale : valeur singuliere maximale, pour 2z € R”**"
f(X) = X2 = omax(X) = (>‘7naI(XTX))1/2

Restriction d’une fonction convexe sur les droites f : R” — R
Gz0(t) = f(x +tv)avec z,v € R", t € R
f est convexe ssi g, (t) convexe pour tous z,v € R"

Exercice 1.7. Soit f(X) = logdet X, définie sur dom f = S' |
Montrer que | est concave

Corrigé :

gX,]V[(t) = f(X + Mt) = logdet(X + Mt)

= logdet X'/2(X~1/2 4 X120t

= logdet XV2(I + X~ V2 M X124 x /2

— log[det X'/2det(I + X2 M X~1/2t) det X ~1/?]

= logdet X + logdet(] + X Y2MX~1/?)

= logdet X + Zlog(l +t\;)

i=1

avec \; les vpde X 1/2M X112 € Sn [
Convexité d’une fonction différentiable

Proposition 1.6. Soit f une fonction définie sur un convexe C C R" différentiable a valeurs réelles. La fonction f est
1. convexe si et seulement si¥(z,y) € C? (Vf(z),y —z) < f(y) — f(=).
2. convexe si et seulement siV(x,y) € C?,(Vf(x) — Vf(y),z —y) > 0.
3. strictement convexe si et seulement si V(x,y) € C% x # y,(Vf(x),y —z) < f(y) — f(2).

Preuve convexe — 1: En effet si f convexe pour tout ¢ €]0,1] ona
fla+t(y—a)) = flz) < H(fy) - f(z)

flx+tly —xz)) — fz)
; fy) — f(z)

IN

IN
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On fait tendre ¢ vers O et on obtient

1—2:0na
(Vfi@),y—2) < [fly)— flz)
(=Viwhy—a) =i z—y) < [flx)=fy)
On somme et on obtient
(Vf(z)=Vfy)y—z) < 0

2 — convexe : On étudie ¢g(t) = f(ty + (1 — ¢)x) on montre que ¢'(t) est croissante donc que g(t) est convexe et
puis on écrit que (¢1 4+ (1 —¢)0) < tg(1) + (1 — ¢)g(0) ce qui est f convexe. [
La propriété de convexité forte (ou ellipticité) permettra d’obtenir par la suite des résultats de convergence de certains
algorithmes

Définition 1.10. Soit K C V un convexe. Une fonction f : K — R est dite fortement convexe ou uniformé-
ment convexe ou a-convexe ou a-elliptique s’il existe a > 0 tel que

V(z,y) € KAVAE0,1], fO+(1-Ny) < M) + (1= N f() - A0 = Vo~ I

Suivant la régularité de la fonction f on a des caractérisations de sa convexité forte grace au théoréme suivant

Théoreme 1.7. 1. Si f:V — R est continue, les propriétés suivantes sont équivalentes

(a) [ est a-elliptique

(b) Pour tout (z,y) € V2, f <x;y> < /() ;L W) %Hx —y[?

2. Si f:V — R est différentiable, les propriétés suivantes sont équivalentes

(a) [ est a-elliptique
(b) Pour tout (z,) € V2, f(y) = f(&) + (VS (@),y — a) + 5 |o— gl
(c) Pourtout (z,y) € V2, (Vf(y) — Vf(z),y — x) > afz — y|?
3. Si f:V — R est deux fois différentiable, les propriétés suivantes sont équivalentes
(a) [ est a-elliptique
(b) Pour tout (z,h) € V2, (H f(x)h,h) > o|h|?

Preuve Pour montrer 2c=- 2a) on étudie la fonction scalaire
t2 5
9t) = flty+ (1 —t)z) - Sajz —y|

on montre que la dérivée est croissante donc g est convexe. D’ol on déduit f strictement convexe. |

Exercice 1.8. Etudier la convexité des fonctions suivantes
1. Fonction quadratique
L4 t
f(z) = % Pr+q'z+r
avec P € S™
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2. Moindres carrés f(z) = | Az — b|3

3. Quadratique sur linéaire f(x,y) = 22 /y sur R x R™*
4. Log-sum-exp f(x) = log > _, exp xj

5. Moyenne géométrique

f@) = (][] =)™ pour » € R7*
k=1

Corrigé : Pour la question 4)

1
Vif(x) = @diag(z) = 2z',  avec zp = exp ay,

V2f(x) >0« v!V2f(z)v > 0 pour tout v

(O 200 g 28) — (g vh2k)?

VIV f(x)w =
Vi@ o))

>0

En effet par cauchy schwarz on a

doawoe =Y VaVaru) < QL w) A aed)'
k

k k

Exercice 1.9. On définit les ensembles de niveau d’une fonction convexe C,, = {z € dom f, f(x) < a}
Montrer que les C,, sont des convexes
On définit I’épigraphe de f : R" — R

epi f ={(z,t) e R"", z € dom f, f(x) <t}
Montrer que f convexe si et seulement si epi f est convexe

Corrigé : Il s’agit de montrer que pour tout z,y € C,, et pour tout in[0, 1] ona 6z + (1 — 0)y € C,.
Comme z € C, alors f(z) < a, de méme comme y € C,, alors f(y) < a. Comme f est convexe pour tout §in[0, 1]
ona

Jbr+(1-0)y) < 0f()+(1-0)f(y) <ba+(1-0a=a

donc 0z + (1 — O)y € C,.
D’apres ce qui précede si f est convexe epi f est convexe. En effet soit (x,t) et (y, s) dans epi f. Soit § € [0, 1]
comme f est convexe

fOz+ (1 =0)y) <Of(x) +(1-0)f(y) <L+ (1-0)s

Réciproquement, pour tout x, y on a trivialement (z, f(x)) € epi f et (y, f(y)) € epi f donc si epi f est convexe
alors f(0x + (1 —0)y) <0f(z) + (1 -0)f(y) [ |
Exercice 1.10. Etudier la convexité de la fonction

f(z) = —Zlog(bi —alz), dom f={zalx<b,i=1,...,m}
i=1
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Corrigé : On peut montrer que chacun des termes de la somme est concave, en calculant son gradient = ZiTa: puis en
i

utilisant la propriété 1.6 u

Exercice 1.11. Calculer le gradient et le hessien des fonctions suivantes en 0 et dire si la matrice hessienne est définie
positive en ce point.

1. f:R3 — R, f(z) = sin(x1)e®2(1 + 23)
2. [: R — R, f(z) = e (1 — 23)tg (3 + ).

Corrigé :

1. Pour la premiere fonction on a pour le gradient

cos(z1)e®2 (1 + x2) 1
Vf(x)=| sin(z)e®2(1+23) |, douVf(0)=] 0
2xgsin(x)e”? 0

et pour le hessien

—sin(x1)e®2(1 4+ 23) cos(w1)e®(1+ 23) 23 cos(zy)e® 0 10
Hf(x) = cos(z1)e®2(1+2%)  sin(z1)e*2(1+2%) 2xzsin(z1)e”™ |, douHf(0)=| 1 0 0
2x3 cos(x1)e”™? 2x3 sin(rq)e*? 2sin(z)e”? 0 00
donc la matrice hessienne est ni positive ((H f(0)[—1,1,0],[—1,1,0]) = —2), ni définie en O (valeur propre
nulle).
2. Pour la deuxieme fonction on remarque que
f(x) — %1 (1 . ﬂCZ)t (CC + E) — 6:1:1(1 B xz)Sin(fL'?,) + COS(Z‘?))
2E\T3 T Y cos(xg) — sin(xs)
Par ailleurs on calcule le gradient
e" (1 — 23)tg (z3 + ) 1
Vi) = —2e" 2otg (x5 + F) , douVf([0,0,0])=10
e (1 —a3) (1+1tg? (x5 + 7)) 2
et le hessien
e®1(1 — a2)ig (z3 + g) —2e1xatg (v3 + I) e (1 —a2) (1+1tg? (v3 + %))
Hf(x) — —2e%1 ot (xg + %) —2e%ltg (ac3 +4 —2eT1xy (1 +tg? (acg + g))
e 1(1—a3) (1+1g? (z3+F)) —2e"tza (1+1g? (z3+F)) 2e"1(1—ag(az+F) (1+1e? (23 +7F))
d’ou
1 0 2
Hf(0,0,0) =0 -2 0],
2 0 4

dont les valeurs propres sont {—2,0,5} dont H f([0, 0, 0]) est ni définie, ni positive
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2 Minimisation sans contraintes

Dans ce chapitre on s’intéresse au probleme d’optimisation sans contraintes, c’est a dire quand ¥ = V dans (1.1).
Dans une premiére partie on va énoncer des résultats permettant de caractériser z* € V réalisant un minimum local
de f(z). On présentera ensuite quelques algorithmes fondamentaux pour calculer z* de maniére approchée.

2.1 Conditions d’optimalité dans le cas sans contraintes

On commence par montrer un résultat important et trés général

Théoréme 2.1. Soit f : K C V — R, ou K est un convexe inclus dans V', un espace de Hilbert. On suppose
que f est différentiable en x* € K . Si x* est un minimum local de f sur K , alors x* vérifie I'inéquation d’Euler :

Df(x")(y —a") = 0,Vy € K.

Preuve Si K est convexe, pour y € K et A €]0, 1], z* + A(y — 2*) € K et donc

f@*+ Ay —a*)) — f(z7)
A

On en déduit I’inéquation d’Euler en faisant tendre \ vers 0. |

> 0.

Théoreme 2.2. Conditions nécessaires d’optimalité.
Soit x* réalisant un minimum local d’une fonction f : R — R.

1. Condition nécessaire du premier ordre : si f est différentiable dans un voisinage ouvert V de x*, alors,
Vf(@*) =0

2. Condition nécessaire du second ordre : si, de plus, f est deux fois différentiable sur 'V, alors Hf (z*) est
semi définie positive et f est localement convexe en x*.

Preuve (1) Si z* est un minimiseur de f sur V,siz*+ h € V,Veon a
f@®) < f(@+eh) = [f(a")+(Vf(@"),eh) +o(leh]) = f(x") +e(V f(z"), h) + o(|h])

D’ot on déduit, en divisant par ¢, puis en faisant tendre € vers 0, que 0 < (V f(2*), h). Ce résultat étant valable pour
—h également, on en déduit que V f(z*) = 0.
(2) Si f est deux fois différentiable sur V', on fait cette fois-ci un développement de Taylor a 1’ordre 2

1 2

f@) < f(a*+eh) = f@@)+ S(Hf(@")eh,eh) + o([eh]?) = f(2*) + 85<Hf(96*)h, h) + o(|eh]?)

puisque V f(2*) = 0. On divise par £2 et on fait tendre ¢ vers 0 pour obtenir
(H f(2*)h,h) > 0,

ce qui montre que le hessien est semi-défini positif.

Contre exemple pour défini positif : f(z) = 2?.

Contre exemple pour la réciproque : f(z) = 3. [

Théoreme 2.3. Conditions suffisantes d’optimalité
Si f est deux fois différentiable en x*, et si V f(x*) = 0 et si de plus

— soit H f(x*) est définie positive

— soit f est deux fois différentiable dans un voisinage V de x* et H f(x) est semi définie positive sur ce
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voisinage

alors x* réalise un minimum local isolé de f.

Preuve

— Si H f(z*) est définie positive, il existe a > 0 tel que (H f(z*)h, h) > a|h|? pour tout h € R™. La formule de
Taylor a I’ordre deux en z* donne

f@™+h) = f(w*)+%<Hf(fr*)h,h>+0(HhH2)

o, ollh) i,
(5+ ) ettt >0

> f(a*) +

pour h suffisamment petit puisque O(H‘ZL"H;) -0

— On applique dans ce cas la formule de Taylor du Théoréme 1.5 : pour tout d € R™ t.q. z* + d € V, il existe
ae0,1]tq.

fla* +d) = fa*) + S{HI@ + ad)d d) 2 f(a).

Théoreme 2.4. Condition d’unicité dans le cas convexe
(i) Si f est convexe sur une partie convexe C € R", tout minimum local de f sur C est global.
(ii) Si f est strictement convexe elle a au plus un minimum global.

Preuve (i) Soit z*, un minimum local de f(x) sur C. Supposons qu’il existe y € C tel que f(y) < f(z*). Soit
yax = Ay + (1 — N)a*, avec A €]0, 1[. Pour A suffisamment petit, y est proche de 2* puisque |yy — 2*| = |y — 2*|
donc f(yx) > f(x*). Comme f est convexe on en déduit

F@®) < flya) SAf(W) + (=N f(@") = f(=") < f(y)

ce qui contredit I’hypotheése. Donc 2* minimise f sur C.
(ii) Si f est strictement convexe et x1 # xo deux minimiseurs de f, alors

T +$2> - f(z1) + f(x2)
2 2

Fer) = flas) < f ( = f(a)

ce qui est absurde. Cela implique donc 1 = x2. |

Théoreme 2.5. Condition nécessaire et suffisante d’optimalité dans le cas convexe
Si f est convexe sur R™ et de classe C*, z* € R" réalise un minimum global de f si et seulement si V f(x*) = 0.

Preuve La condition nécessaire V f(z*) = 0 résulte du Théoréme 2.2 pour avoir un minimum local, et du Théoréme
2.4 pour I’équivalence entre minimum local et global dans le cas convexe. Pour la condition suffisante on utilise la
Proposition 1.6

f(y) = f(z*) > (Vf(x*),y —z*) = 0.
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Théoreme 2.6. Conditions d’optimalité pour les problemes quadratiques
Considérons le probleme

min f(2) = 5(2,Q) + {g,2) + ¢

ot Q) est une matrice symétrique n X n, g € R" et ¢ € R.

— Si Q n’est pas semi définie positive, alors le probléme ne posséde pas de solution, c’est-a-dire qu’il n’existe
aucun © € R™ qui soit un minimum local.

— Si Q est définie positive, alors x* = —Q g est I'unique minimum. global

Preuve f est deux fois différentiable et le gradient de f est V f(z) = $(Qz + (27 Q)") + g = Qu + g puisque Q est
symétrique, et le hessien est la matrice (). On applique le Théoréme 2.2 et on obtient le premier point par contraposée.
Pour le deuxieéme point, si z* est un minimiseur de f, Vf(z*) = Qx* + g = 0 et si Q est définie positive la seule
solution est bien z* = —Q'g. [ |

Exercice 2.1. Régression linéaire. Soient données /N mesures x; a des instants ¢;, 7 = 1, ..., IN. Pour vérifier I’ hypo-
thése d’une dépendance affine de ces mesures en fontion du temps, on va minimiser la distance des mesures (x;) a la
droite d’équation at + b

N
fla,b) =" |z — at; — b, @.1)
=1

1. Donner les coefficients a et b de la droite minimisant I’écart "au sens des moindres carrés" (eq 2.1)

2. Reformuler le probléme de maniére vectorielle. Montrer que le vecteur D = (a, b)? est solution d’un systeme
linéaire AD = B ou B et A s’expriment en fonction du vecteur X = (x;);=1,.. n et de la matrice

_(t1 ta -+ N
= <1 1 - 1 > ‘
1. Les coefficients a et b minimisant f(a,b) annulent les dérivées partielles. On résout le systeéme

8f(a ) N N N N
8’ = > 2ti(ati+b—w) =20y 7426 ;-2 tim;=0
a
i=1 i=1 i=1 i=1

aZy _ ZQ(ati+b—xi):2azti+2621—22$i:0
P i1 i=1 i=1

Corrigé :

~—

et on obtient
N Zf\;l tiri — sz\;l Zi Zz]il ti
NZZ‘JL t? - (Ezj\; ti)2
p — sz\; t; Zzlil Ti — Zz]\il ti sz\il ti;
N Zz]\;l tzz - <Z£\L1 ti)g
2. On peut reformuler le probléme de maniere vectorielle en écrivant que

f(a,b) = F(D) = |X —TTDJ*.

Donc VpF(D) = 2T(TTD — X). Le gradient est nul au minimum donc D est solution du systéme 2 x 2
TT'D =TX.

Remarque : cette méthode se généralise a I’identification de parametres pour des modeles linéaires de dimension
quelconque Y = AT X +b.
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Exercice 2.2. Etudier les optima des fonctions suivantes

fi(zy,z0) = —22% — 23 + 4z + day — 3,
fo(zy,20) = —22% —2xy9 — 2235 4 3621 + 4229 — 158,
fg(.%'l, .rg) = —.%'% + 3x120 — x%

N 2 fs
FIGURE 2.1 — Lignes de niveau et visualisation en 3D des fonctions de 1’exercice 2.2.
Corrigé :
1. Pour la premiere fonction on a

aﬂm fl(xla :L‘2) — _4:171 + 47
axzfl(l‘l,l‘g) = —2:172—|—4,

qui s’annulent en 1 = 1 et x2 = 2. Le hessien

-4 0
i) = (o 5)
est une matrice définie négative (valeurs propres -4 et -2) donc f est maximum en (1, 1).
2. Pour la deuxieme fonction on a

Op, fo(x1,09) = —dx) — 239 + 36 = 2(—2x1 — 29 + 18),
Oy fo(x1,22) = —dwg — 221 +42 = 2(—21 — 222 + 21),

qui s’annulent en x; = 5 et xo = 8. Le hessien

H f1(z1,29) = 24, AZ(:? :é)

A a pour valeurs propres les racines de (—2 — a)? — 1 donc —1 et —3. C’est une matrice définie négative donc
f2 est maximum en (5, 8).

3. Pour la troisieme fonction on a

8x1f1(.111,$2) = —2x1+3x2,
8x2f1(x1,x2) = 31‘1—21‘2

qui s’annulent en x1 = 0 et xo2 = 0. Le hessien

H fi(z1, 32) = <_32 _32>

a pour valeurs propres les racines de (—2 — a)? — 9 donc 1 et —5. La matrice hessienne n’est ni positive ni
négative donc (0, 0) est un col pour f3.
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2.2 Résolution de systemes d’équations non linéaires

La condition d’optimalité V f(x) = 0 nécessite la résolution d’un systeme d’équations non-linéaires de n équations a
n inconnues (on verra par la suite qu’il y a d’autres méthodes pour chercher le minimum d’une fonction).

La méthode par excellence pour résoudre ce genre de probleme est I’algorithme de Newton basé sur une linéarisation
de I’équation g(x) = 0 utilisant la formule de Taylor.

2.2.1 Cas scalaire
Dans le cas scalaire, la recherche des zéros d’une fonction g : R — R utilise la formule de Taylor

g9@*) = g(z)+g'(x)(=" - 2) + o(f2* — z]).

On définit un algorithme itératif consistant a prendre comme approximation de la solution, I’intersection de la tan-
gente a g au point courant avec 1’axe des abscisses. On se ramene a 1’algorithme du point fixe pour résoudre une
équation non linéaire ¢ (z) = x, avec () = z — g(z) /g (x).

Algorithme 2.1 : Algorithme de Newton dans le cas scalaire

Données : La fonction g(z) et sa dérivée ¢'(z), tolérance &, nombre maximum d’itérations Kpax
Résultat : z* tel que g(z*) =0

Initialisation : £ = 0, x( approximation initiale de g(x) = 0.

tant que |g(x)| > € et k < kmax faire

par = o — g(w)
g (k)
k+k+1
fin
T* — x,

Cet algorithme converge (quadratiquement) si la fonction g n’est pas "trop non-linéaire", si sa dérivée n’est pas trop
proche de 0 dans un voisinage de la solution et si le point de départ o n’est pas trop éloigné de la solution z*. On a
en effet le théoréme suivant

Théoréme 2.7. On suppose que g est de classe C* sur Uintervalle I = [x* — r,x* + 1] avec g(x*) = 0 et que

g # 0sur I. Soit
1
t h = mi — .
, e m1n<r,M>

Alors pour tout point initial xo €]x* — h,x* + hlon a

9"(z)

M = max
g (z)

zel

1
ok — ] < = (Mo — 2,

d’oi on déduit limy,_, , o |z — 2*| = 0.

Preuve On introduit la fonction u(z) = g(x)/¢’(x). Comme la fonction g est monotone sur I et nulle en z*, elle a le
méme signe que ¢’'(z*)(x — x*) ce qui entraine que u(z) a le méme signe que x — z*. De plus

) =1 9@ @) ")
= e T g

donc |u/(z)| <14 M|u(x)| sur I, d’ot on déduit




sur I. Par ailleurs on a ¢(z) = = — u(x) donc ¢/ (z) = u(x) gg /'/((:f)) donc en utilisant I’inégalité précédente

[ (2)| < Mu(z)| < Mla—a| _ .

On laisse au lecteur le soin de vérifier que la fonction m(t) = eltl — 1 — 2|t| est négative sur I’intervalle [—1, 1]. Donc
pour |z — z*| < min(r, 47) ona [¢/(z)| < 2M |z — z*| et comme ¢ (z*) = z* on obtient par intégration entre z* et
x € [x* — h,2* + h]

0(z) — a* < Mz — 2"

En définissant la suite 2,1 = 1(z,) on obtient | M (2,41 —2*)| < (M|z, —2*|)? soit par récurrence | M (x, —x*)| <
(M|zo — 2*|)?P. Pour |xg — 2*| < M on a bien limy_,; oo (M |z — 2*])?P = 0. [ |
Avant d’aller plus loin, notons quelques caractéristiques de ce premier algorithme que 1’on retrouvera dans n’importe
quel algorithme itératif

— Une étape d’initialisation, qui, comme son nom I’indique, a lieu une seule fois au début.
— Un bloc répété (ou itéré) dans une boucle définie par

— un test qui exprime la convergence attendue de I’algorithme. Par exemple ici le théoréme nous assure que
limg 4 o0 |2 — 2*| = 0. Comme z* est inconnu, nous utilisons la régularité de la fonction g pour en
déduire limy_, 1 o g(x) = 0, que nous approchons numériquement par |g(x)| < €, avec € choisi petit.

— lincrémentation d’un compteur d’itérations jusqu’a une valeur fixée d’avance. Par exemple ici la boucle
s’arréte quand k > kpax.

— une combinaison des deux précédents. Pourquoi cela ? Pour prendre en compte le fait que les algorithmes
peuvent avoir des conditions de convergence malaisées a vérifier en pratique, ou bien, une convergence si
lente que la réalisation du test de convergence épuiserait notre patience ou nos ressources de calcul. Notons
enfin que le choix de la tolérance doit &tre harmonisé avec les ressources que 1’on alloue a 1’algorithme. Si

g

€ est trop petit par rapport knyax, 1’algorithme s’arrétera systématiquement par "épuisement” et non parce
qu’il aura convergé.

On introduit également, a 1’occasion de cet algorithme, la notion de vitesse de convergence, qui mesure la rapidité
avec laquelle la solution courante se rapproche de la cible.

Définition 2.1. Notons ej, = z*

— x* Ierreur a I’itération k. On dit que

— Tl’algorithme converge si limg_, o |ex| = 0

— Tl’algorithme converge linéairement s’il existe ¢ €]0, 1] tel que |ex| < c|ex—1 | pour & > K(c)
— la convergence est superlinéaire s’il existe (cx)xen avec limy_,o ¢ = 0 tel que |ex| < cxlex—1]
— la convergence est géométrique si la suite ¢, est géométrique

— Dalgorithme est d’ordre p s’il existe ¢ €]0, 1] tel que |lex| < c|ex—1]P pour k > K(c)

On dit que la convergence est globale si elle ne dépend pas du point de départ x°, locale si 2° doit vérifier une
condition de proximité avec la cible x*.

A titre d’exemple, la convergence de I’algorithme de Newton est quadratique et locale.

2.2.2 Meéthode de Newton en dimension n

En dimension quelconque il s’agit de résoudre G(x) = 0 avec G : R” — R™. On note J(z) € R™*" la matrice

jacobienne de G' au point z, J; j(x) = — - Comme dans la méthode de Newton scalaire, I'idée est d’approcher

0z

G par sa partie linéaire au voisinage du point courant g,

G(z41) = G(zg) + G'(wp) (xpr1 — 2x) + O||wp41 — 1)
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Algorithme 2.2 : [’algorithme de Newton-Ralphson

Données : La fonction G(x) et sa matrice jacobienne J(x), tolérance ¢, nombre maximum d’itérations kpax
Résultat : 2* tel que G(z*) =0
Initialisation : k£ = 0, xo approximation initiale de G(z) = 0.
tant que |G(xy)| > € et k < kmax faire
Résolution de J(xy)d = —G ()
Tyl = T + dg
k< k+1
fin

T* < wp

La encore on a un résultat théorique nous assurant la convergence de 1’algorithme sous certaines conditions :

Théoréme 2.8. On suppose que la fonction G est de classe C?, que G(z*) = 0 et que 'application linéaire tan-
gente J(x*) € L(R™ R™) est inversible. Alors x* est un point fixe superattractifde ¥ (x) = z—(G'(x)) 1G(z).

Preuve On doit montrer que W’ (z*) = 0. On traduit le fait que G est deux fois différentiable en 2*
1
Gz*+h) = G(*)+G (z")h+ ihG”(x*)h + o(|h]?)
1
= G'@) |h+ 3G @) (RG" (@) + o([h]))

et d’autre part le fait que G’ est différentiable

G'(z*+h) = G'(z*)+G"(@*)h+o(|h])
= G'(z*) [Id+ G (") "1 (G" (a*)h + o(|h]))]

D’ou
G'(z*+h)™" = [Id+G'(2%) H(G"(@*)h+ o(|h]))] G ()
= [Id—G' @) NG "(@")h+o(|h]))] G (=)~
On a donc
G'(z* +h)'Ga*+h) = [Id—G'(=*)"HG"(z*)h + o(|h]))] G'(z*)*
G'(z*) |h+ %(G’(x*))’l(hG”(w*)h +o(|h]?))
= e (@) G + ol |A).

On a donc

U(z* 4+ h)=a*+h—G'(z*+h)'G* +h) =2 + %G’(m*)_l(hG’”(x*)h + o(|R]?))
Soit encore
W+ h) — Wat) = S () (hG () + o )
Donc par définition de la différentielle ¥/(2*) = 0 et ¥”(2*) = G'(2*)~1G”(2*). En particulier
[W(z* + h) — 27| < %(M +e(h)|h]?)

ot M = |||V”(x*)]||. ete(h) — 0 quand h — 0.
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Exercice 2.3. Calculer

(x*,y*) = argmin f(z,y)
(z,y)ER?

avec

flay) = (e =1+ (y - 2)*
par la méthode de Newton. Démonter que la méthode converge pour tout (g, 7o) € R?

Corrigé : The minimum of f is reached at X = (1,2)”. On calcule le gradient et le hessien de f(x, ) :

4(r —1)3 12(zx — 1)2 0

then step k in Newton algorithm is

Vf(rryr) = —Hf(xr, yr)dr
XM = XF 4,

where X* = (21, yx)”, which yields

1
Thk+1 — Tk — g(xk - 1)
1
Yet1 = Yk — g(yk —2)
or, equivalently
2
o1 —1 = Slae—1)
2
Yk41 —2 = g(yk -2)
Hence the sequence X* — X is contractant with constant 2 /3 and goes to zero as k — oo whatever the initial value
X0 = (20,y0)" u

Exercice 2.4. Recherche de racines en dimension 2, bassins d’attraction fractals
1. Programmer I’algorithme de Newton pour résoudre 23 = 1 dans C
2. Tester pour différentes valeurs initiales
3. Comparer avec les résultats obtenus avec £solve

4. Visualisation : on note z*(xg) € C la racine vers laquelle I’algorithme de Newton converge a partir de
xo € C. On discrétize une zone englobant les trois racines et on affecte un code a chaque point de la zone,
suivant la racine obtenue avec Newton en partant de ce point (voir I’exemple sur la Figure 2.2 pour I’équation
2422+ +1=0).

On programme 1’algorithme suivant

Données : La fonction f : R> — R, son jacobien J f : R? — R?
Tableau 2" € R?*3, f(2",) =0, pourk = 1,2,3
Résultat : Figure représefltant les bassins d’attraction des racines de f
Initialisation : N = 5, h = 1.5/N (on pourra augmenter N une fois slir que le programme tourne)
pour m = —-N 7 N,n=—N ' N faire
— Calculer z,, 5, = *(mh + inh)
— Calculer Cyy , = argmin [y, n — 27|
fin
Visualiser la matrice C' avec la fonction matlab pcolor (vérifier la correspondance entre les lignes/colonnes
et la représentation de C, matérialiser la position des racines)
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a) Newton-Ralphson algorithm b) Matlab fsolve root finder
FIGURE 2.2 — Représentation des bassins d’attraction des racines complexes de 1’équation 23 + 22 + 2 +1 =0
Corrigé :
1. 23 = 1 dans C s’écrit
(z1 4 ixe) = 23 + 3iztae — 3wy2d —ixd =1
soit

x‘rf —3x1$% -1 = 0,

333%@"2 — x% =

Il faut donc programmer une fonction matlab x3_egal_1_dans_C (x) qui renvoie la fonction et son jaco-
bien

3 2 2 2
_ (x] — 31125 — 1 _(3x] —3w5 —06xi720
flw) = ( 3r3z9 — 3 > and J f(x) = < 6r179 327 — 313

2. Tester pour différentes valeurs initiales

3. Comparer avec les résultats obtenus avec fsolve

2.2.3 Méthode de quasi Newton

L’inconvénient majeur de la méthode de Newton est qu’elle nécessite le calcul de la dérivée, qui n’est pas toujours
aisé. Une alternative consiste a approcher la dérivée par différences finies.
Dans le cas scalaire c’est la méthode de la sécante dont I’algorithme est le suivant :
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Algorithme 2.3 : L’algorithme de la sécante

Données : La fonction g(z), tolérance ¢

Résultat : z* tel que g(z*) =0

Initialisation : k£ = 0, x( approximation initiale de g(x) = 0.
ap approximation initiale de ¢’'(z) (=1 par défaut)

tant que |g(xy)| > ¢ faire

B g(zy)
Tht1 = Tk —
ag
. g(xr) — g(wrq1)
ag+1 =
T — Thk+1
k+—k+1
fin
T* — X

En dimension quelconque la difficulté est de définir une approximation de la matrice jacobienne a partir des itérés de
la fonction elle-méme. Plusieurs méthodes ont été proposées, elles proposent de partir de la matrice jacobienne exacte
a I’étape initiale, puis de modifier son inverse a chaque itération, mais sans faire appel aux dérivées de la fonction.
Notons W}, I’approximation de I’inverse de la matrice jacobienne a I’étape k et yx = g1 — gk la différence entre
deux gradients successifs. On aura I’algorithme suivant

Algorithme 2.4 : ’algorithme de quasi Newton
Données : La fonction G : R* — R"
La précision demandée € > 0.
Résultat : z* tel que g(2*) =0
Initialisation : Une premiere approximation de la solution zo € R"
Une premiére approximation de la matrice jacobienne Ay = J(x) ou directement de son inverse W)
Tr1 = Xy — W()G(SUQ)
do = w1 — wo,
yo = G(x1) — G(z0),
k=1
tant que |G(xy)| > ¢ faire
Mise a jour : Wy, = Wy_1 4+ By
Calculer dy, solution de d, = —W;G(xy)
Tp1 = Tg + dg
Yk = G(apt1) — Gla)
k< k+1
fin

T* — xp,

FIGURE 2.3 — Comparison des méthodes de Newton (rouge, 12 itérations) et quasi Newton (BFGS) (vert, 21 itéra-
tions) pour calculer le minimum de la fonction f(z) = ((z1 — 2)* + (22 — 3)%)/2

Pour assurer la convergence de 1’algorithme, la mise a jour de la matrice W}, doit satisfaire certaines conditions
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(i) Wy symétrique définie positive pour tout k (en effet la fonction g(z) étant a I’origine un gradient d’une fonction
f(x) dont on cherche le minimum, le jacobien de g(x) est le hessien de f(z)).

(i) L’équation de quasi-Newton
Wiy = dg (2.2)

est satisfaite a chaque k

(iii) La différence entre deux approximations consécutives W1 — W}, est minimum en un certain sens, par exemple

au sens de la norme de Frobenius 2.

Ces conditions ne déterminent pas W), de maniere unique et plusieurs méthodes ont été proposées, en fonction de la
norme choisie pour imposer la condition de stabilité (iii). On citera par exemple

— La méthode de Davidon-Fletcher-Powell
dydf  Wiyryf Wi
Wrsdi) Yk, Wiyk)

— La méthode mise a jour par Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno

(Y, di) (Wi, di) ) Yk, di)

A I’heure actuelle, c’est plutdt la méthode (BFGS) qui fait I’'unanimité.

(DFP) Wii1 = Wi +

(BFGS) Wit =Wy, —

Exercice 2.5. Propriétés duales des formules de quasi Newton (BFGS) et (DFP)
1. Montrer que les matrices définies par (DFP) et (BFGS) satisfont I’équation de quasi-Newton (2.2).

2. On appelle formule duale de (DFP) ou (BFGS) la formule obtenue en remplacant W;, par Ay, dj par yi et yx
par dj.. Montrer que la formule duale de (FDP) donne I’inverse de W, 1 calculé par (BFGS), et que la formule
duale de (BFGS) donne I’inverse de W}, calculé par (FDP).

3. Montrer que la formule duale de (BFGS) s’écrit

Ydi, dryi YkYE
BFGS' Ay, 1:<I >Ak<l + -
( ) " Yk, di) Yk, di) Yk, di)
4. Montrer que les deux formules (DFP) et (BFGS) conservent le caractere défini positif de la matrice Wy, si

<yk, dk> > 0.
Corrigé :
1. Pour (DFP) on a

didl s, _ Wiykyi Wiy
(k> i) (Yis Wryr)
o di) e (Y W)

(YK, di) ke W)
= Wiyk +dp — Wiy = di.

Wity = Wiyr +

= Wiy +dy

Pour (BFGS) on a
dryE Wiyk + Weyrd} yx ( (Y kak>> drdi yk
W, — Wiy — 1+ ,
Lk Yk <yk7 dk> <yk7 dk> <yka dk>
di (Y, Wiyk) + Wiyr (di, yr) ( (Y szyk>> di(dk, Yr)
— Wiy, - +(1+ ,
Kk (YK, die) Yk, di) Yk, di)
(Y, Wiyk) (dis Yr) (Ui, Wiyk)
= Wiy — d 2 TRk dy+ djy P VYR g
SA (Yre» die) KUk e dry T s di) ¥

2. |Alr = zn:zn:afj = /trace(A x A) = zn:af.
i=1

i=1 j=1
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2. Si on remplace Wy, par Ag, yi par dj et di par y; dans la formule (DFP) on obtient

YRyl _Akdkd;‘fAk
(Y, dr)  (dy, Apdy,)

On fait le produit AkD flp avec Wy donné par (BFGS) on obtient (en laissant tomber les indices k)

Ak+1 = Ak +

Ady™ W AWyd" yIWy\ Add”
DFPyy/BFGS
y W _yyldy' W gy Wydt (L yT Wy yy dd”
y'd (y7d)? (y7d)? y'd ) (y"d)?

 Add"AW . AddT Ady™W . AddT AW yd”
dT Ad (dTAd)(yTd)  (dTAd)(yTd)

Tw
- <1 + nydy> Add" Add" (d" Ad)(y" d)

= Id.
Si on remplace W, par Ay, vy, par dj. et di par yi dans la formule (BFGS) on obtient

ykdy Ag + Ardryf n (1 n <dk7Ak:dk:>> YRyl
(Yk, di) (Y, dr) ) Yk, d)

BFGS
A = Ak

On fait le produit AE flGS avec Wy, 1 donné par (DFP) et on obtient

ABFGSWDEP _ 14,
3. On développe la formule proposée

ykdek> < dry > ykyt
. ( " (o di) W di)) " (yp di)

Couedi Ax Apdiyr | ukdi Axdieyl gkl

g A —
T e dr) (ks di) (Yk» di)? Yk, d,)
_ oA, ypdl A + Agdryl n (1 n <dk7Adk>> Ykl
Yk, di) Wrsdi) ) (Y, di)

qui est bien la formule duale de (BFGS).

4. On vérifie que les deux formules conservent le caractére symétrique. On suppose W), symétrique, on a alors
pour (DFP)

(dpdi)T (Wiyryi Wi)"

Wi, = Wl+ —
ol P (e, i) (Wi, Wiy)
dp.d¥ W, r
— owy B kY Wi
Wk dr) Uk, Wryk)
= Win
De méme pour (BFGS)
Wl — wl_ (dryi Wie)" + (Wayrd])™ n <1 n <yk7kak>> (dpdi)T
M (Y, die) Yk, d) ) (Y, di)
_ oy, — Wendi Ay Wie | <1 N <yk,kak>> i}
(Yks die) Y, dr) ) Yk, di)
= Wit
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Par ailleurs, comme une matrice est définie positive si son inverse I’est aussi, grace a la dualité montrée a la
question précédente, il suffit de montrer que 1’une des deux formules (DFP) et (BFGS) conserve le caractere
défini positif de la matrice Wy, si (yx,di) > 0. On utilise la formle duale de (DFP) montrée a la question
précédente et on étudie (Ay1qu,u) pour u # 0

T T T
(Appru,u) = <<I e >Ak; <I i )u,u>+<ykyk“’“>

(Yk» i) (Uk di) (YK di)
d T d T T
_ (A (I_ kY )u (I_ kY )u>+ (Yryy, us w)
(Yr» di) (Yr di) (Yk» d)
(yhu, v w)
= (Agv,v) + > 0,
Asv,0) (Yk di)
d T
ol on a posé v = <I — < ky(? >> u. La somme de deux termes positifs est nulle si chacun des termes est nul,
Yk, Ok

ce qui implique, si Ay est définie

doy T
<I kY >u:Oety,{u:0,

(Yi» die)
T
Ypu T
u = di ety u =0,
yldy, F
u =0,

donc Ay, 1 est définie.

2.3 Méthodes de descente
2.3.1 Direction de descente

Les méthodes du paragraphe précédent consistent a chercher un minimum (ou un maximum) d’une fonction en an-
nulant son gradient. Ce sont des méthodes relativement cofiteuses car elles nécessitent de connaitre le hessien de la
fonction a minimiser pour pouvoir utiliser 1’algorithme de Newton. On a vu par ailleurs que ce dernier ne converge
que dans une zone limitée autour de la cible. On va voir dans ce paragraphe des méthodes plus robustes et moins
coliteuses, qui vont étre pilotées par la décroissance de la fonction qu’on cherche a minimiser.

Définition 2.2. On dit que d € R" est une direction de descente en x pour la fonction f s’il existe ag > 0 tel que

flz+ad) < f(x) Va<ag.

Grice a la formule de Taylor (1.2) on a la caractérisation suivante

Proposition 2.1. Si f : R™ — R est différentiable, d € R"™ est une direction de descente en x si et seulement si
(Vf(z),d) <O0.
On regroupe sous le terme de méthodes de descente les méthodes itératives
Tyl = Tg + agdy

qui sont caractérisées par
— Le calcul de la direction dj, (donne le nom a la méthode, gradient, gradient conjugué, etc.)

— La détermination du pas «y, (recherche linéaire).
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L’ algorithme général d’une méthode de descente est donc

Algorithme 2.5 : Algorithme général de descente

Données : La fonction f : R” — R

La précision demandée € > 0.

Résultat : z* tel que f(2*) = min, f(z)

Initialisation : £ = 0,

Une premiere approximation de la solution zg € R”

tant que |V f(zy)| > ¢ faire
Choix de la direction de descente d, (telle que (V f(xy), dx) < 0)
Choix du pas oy, dans la direction di, tel que f(zy + agdi) < f(xg)
Tpy1 = Tk + agdy
k+—k+1

fin

T* < 1

Les méthodes de descente sont simples mais en pratique elles convergent parfois lentement, voire pas du tout. Par
ailleurs les conditions de convergence sont difficiles a vérifier a priori. En effet on a bien le résultat suivant, mais les
constantes permettant d’assurer la convergence de 1’algorithme ne sont pas aisées a calculer en pratique.

Théoreme 2.9. Soit f une fonction C* de R" dans R et x* un minimiseur de f. Si les conditions suivantes sont
vérifiées
1. L’application f est a-elliptique, c’est-a-dire que
Sa > 0,Y(x,y) € (RY2, (V/(x)— Vi(y)z—y) = az — y|?
2. L’application V f est lipschitzienne, ¢’est-a-dire que

3L > 0,Y(z,y) € (R")?, |Vf(z) = Vf(y)| < Lz — y

Pour toute suite (o) ken telle qu’il existe a, b réels, tels que

2
0<a<ak<b<L%’ Vk € N,

la méthode du gradient définie par
Tpy1 = op — aV f ()
converge géométriquement pour tout choix de condition initiale, c’est a dire que

38 €]0, 1, |z — 2*| < B¥|zo — 27|

Exemples de choix possibles pour la direction de descente

— Algorithme du gradient ou de la plus grande pente (steepest descent en anglais)
dr, = =V f(zk).
— L’algorithme de Newton basé sur la direction

dy = —H f(z) "'V f(2).

Remarque : dj n’est pas forcément une direction de descente si les hypotheses du Théoreme 2.8 ne sont pas
satisfaites.
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— L’algorithme de quasi-Newton avec
d = —WiV f(z),

ou W est une approximation de I’inverse du hessien, mis a jour a chaque itération.

— Algorithme du gradient conjugué (dans le cas quadratique)

A — =V f(z1) pour k =1
FT =Vf(xk) + Bedp—1 pour k> 1.

Exercice 2.6. On considere la fonction .J : R? — R*, définie pour z = (21, 72)" par
J(x) = (z1 — 1) + (23 — 21)%

1. Quel est le minimum de J(z) ? ou est-il atteint ?
2. Le vecteur (0, —1) est-il une direction de descente au point (0, 1) ?

3. Si oui, trouver le minimum de J dans cette direction.

Corrigé :

1. Le gradient de la fonction J(x) est

V() <4x1 -2— 21:5)

dao(23 — 1)

(2.3)

Les extrema de .J sont atteints en des points ol le gradient s’annule soit: en 71 = 23 = louxg = 0,21 = 1/2.
Or J(1,£1) = 0et J(1/2,0) = 1/2. Donc le minimum de .J est O et il est atteint aux deux points (1,=+1)

(inutile de calculer le hessien puisque J(z) > 0).

2. VJ((0,1)%) = (—4,4)!, donc (VJ((0,1)),(0,—1)") = —4 < 0 Le vecteur (0, —1)* est bien une direction de

descente au point (0, 1)%.

3. Le minimum de J dans cette direction est le minimum de
h(e) = J((0,1)  + a(0,-1)") =1+ (1 — a)*.

Il est atteint en o = 1 soit au point (0,0)". En ce point J vaut 1.

2.3.2 Détermination du déplacement dans une direction donnée

Une étape cruciale dans les algorithmes de descente est la recherche du pas optimal dans la direction di. Le pas

optimal est trouvé en minimisant la fonction Ay,
hi : o — hi(a) = fi(zr + ady)
La Figure 2.4 montre le pas utilisé en appliquant cette regle, dite Regle de Cauchy

oy = argmin hg(«)
a>0

Une valeur de pas moins cofiteuse a calculer mais non optimale est donnée par la Reégle de Curry

oy, = inf {a > 0; hi (@) = 0, hy () < hi(0)}

Si on est capable de calculer oy, par la regle de Curry, on a le résultat de convergence suivant, pour I’algorithme du

gradient
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h(o)

T~ Cauchy

FIGURE 2.4 — Reégles de Cauchy et de Curry

Théoreme 2.10. On suppose que ¥ f (z) est lipschitzienne sur le domaine {z, f(x) < f(x°)}. Alors I'algorithme
2.2 avec dj, = V f(z¥) et oy, déterminé par la régle de Curry satisfait

— soit f(x*) est non bornée inférieurement

— s0it V f(z%) — 0 quand k — oo.

Preuve Voir [1] page 22 [ |

La recherche du « optimal est un probléme difficile et coliteux, sauf dans le cas quadratique, que nous allons détailler
dans le prochain paragraphe. Nous verrons par la suite des algorithmes de calcul de pas non optimaux mais efficaces.

Cas quadratique Dans le cas ot la fonction f est quadratique, ¢’est-a-dire qu’on peut I’écrire sous la forme f(z) =
(Az,x) — (b, ) avec A matrice carrée n X n et b vecteur de R”, les méthodes de descente ci-dessus se précisent car
on peut calculer explicitement le meilleur pas dans une direction donnée d. En effet si

f(z) = 3{dz,2) — {b,)

avec de plus la matrice A symétrique, on peut calculer explicitement le minimum de la fonction
o2
h(a) = f(z 4+ ad) = f(z) + ?<Ad, dy + a(Azx —b,d)

qui est réalisé pour

_ {g,d)
“ T T Ad, d) 4

avec g = V f(x) = Az — b. La méthode du gradient devient la
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Algorithme 2.6 : Méthode du gradient optimal

Données : La matrice A et le vecteur b, la tolérance ¢
Résultat : z* tel que f(z*) = min, f(z)
Initialisation : £ = 0,

Une premiere approximation de la solution zg € R”
go = Azg—b

tant que |g;| >  faire

dr = — gk

Vi = Adk

(dk., d)

(vk, d)

Tyl = Tk + agdy

Jk+1 = Gk + Uk

k+—k+1

af =

fin
*
T <— Tk

Exercice 2.7. Reprendre les fonctions de I’exercice 1.11 et déterminer I’ensemble des directions de descente en z = 0.
Corrigé :

1. Pour f : R?® — R, f(x) = sin(z1)e*2(1 + %) on a pour le gradient

cos(z1)e®2 (1 + x3) 1
Vi) = | sin(z1)e2(1+22) |, douVf0)=| 0
2x3 sin(rq)e*? 0

Les directions de descente en 0 sont les vecteurs d € R? t.q. (V£(0),d) < 0; il s’agit donc du demi-espace
{x e R3 1 <0}

2. Pour la deuxieme fonction f : R® — R, f(z) = (1 — 23)tg (z3 + J ). on remarque que

sin(x3) + cos(x3)
cos(w3) — sin(xg)’

f@)=e (1 -adg (va+ 7 ) = e (1—23)

Par ailleurs on calcule le gradient

e" (1 — a3)tg (z3 + F) 1
Vf(z) = —2e" aotg (x5 + F) , douVf([0,0,0])=1{0
(12D (g (s + 5)) :

Les directions de descente en 0 sont les vecteurs d € R? t.q. (V£(0),d) < 0; il s’agit donc du demi-espace
{x € R3, 21 + 223 < 0}

Exercice 2.8. 1. Programmer la visualisation des courbes de niveaux pour les fonctions test
J(X) = (21 —2)* + (22 — 3)? et J(X) = (z1 — 2)* + (22 — 3)*
puis sur la fonction de Rastrigin
n
J(X) =n+[X[* = cos(bx;)
i=1

2. Tester la méthode du gradient avec la recherche du pas par la méthode Wolfe sur les trois fonctions tests. Etudier
I’influence des différents parametres dans la recherche du pas. Dans le cas de la fonction quadratique, comparer
avec le pas optimal. L’algorithme de Wolfe est programmé dans le fichier Wolfe .m.
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3. Comparer avec les résultats obtenus en utilisant la boite a outils fminunc de Mat 1ab. En particulier on testera
I’option *GradObj’="on’ et on affichera en sortie le nombre d’itérations et le nombre d’appels a la fonction
objectif et a son gradient.

4. Programmer la méthode du gradient conjugué et la méthode de Polak-Ribiere. Comparer les résultats dans le
cas de la fonctionnelle quadratique.

Exercice 2.9. On consideére le probleme de minimisation

o* = argmin f(z), avec f(z) = (z1 — 1)* + (29 — 2)*
R2

1. Résoudre le probléme de manicre exacte.

2. Ecrire I’algorithme de Newton pour ce probléeme. Montrer qu’il converge pour n’importe quel choix de 20 € R2.

3. On considere maintenant I’algorithme du gradient pour ce probleme. Pour choisir le pas « dans la direction du
gradient

o = ab — 0 V f(2F)

on considere la fonction ¢*(p) = f(x¥ — pV f(«*)) et on propose de calculer p, = argmin, ;o p"(p) avec
p*(p) le polynome de degré deux qui interpole (0), ¢’ (0) et ©”(0).

— Calculer p*

— Montrer qu’il existe a > 0 tel que si a = apy, alors
|2* T — ¥ < pla® — 2*| avec 0 < p < 1

k

— En déduire que limy,_,, ¥ = * et une estimation d’erreur par rapport a |20 — z*|.

Corrigé :
1. X*=(1,2)T.

(A(x—1)3 _(12(z —1)? 0
Vf(w,y)— <4(y_2)3) ) Hf($,y)— < 0 12(y_2)2>7

Etape k de I’algorithme de Newton

Vi) = —Hf(zr, yr)d
XM = XF4d,
d’ou
1
Tht1 = Tk — g(xk -1)
1
Ye+1 = Yk — g(yk - 2)
ou encore
2
Tpe1—1 = §<$k -1)
2
Y41 — 2 = 3(yk —2)

La suite X¥ — X* est contractante de constante 2/3 donc — 0 quand k — oo pour tout X° = (zq,y0)” .
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P(p) = 0(0) + p (0) + 2207 (0)

2
donc
P —¢'(0) _ 1 (2 — 1%+ (g — 2)°
©"(0)  12(xp — 1%+ (yr — 2)8
| XM - XH)P = | XY —ap VF(XF) - X*|?

= X" = X*P+ 2R VX = 2006 (XF = X*, VF(XF))
= (2 — 1>+ (gp — 2)* + 160%pp((ze — 1)® + (e — 2)%) — Bapp((zx — 1)* + (ye — 2)*)
= (zx — (1 — dapr(ze — 1)) + (yx — 2)*(1 — dopr(yr — 2)°)?

On cherche donc une condition sur o pour que
11— dapg(ap — 1)%| < Let |1 — dapp(ys — 2)% < 1
ce qui équivaut a
205z, — 1)? < 1et 2app(yr — 2)% < 1.
Une condition suffisante est

20 ((z, — 1)2 + (yx — 2)2) < 1
(G 1)+ (g — 2)%) (2 — 1)* + (g — 2)*)

< 1
6 (zk — 1)% + (yx — 2)®
Posons X = (z3, — 1)?et Y = (y, — 2)%.Ona
LX3+YH(X+Y) 1 X3y + Xy .
a— = X— e —
6 X4+ v+ 6 X4 +v4
Or X3Y + XV3 - X4 —v4=(X?-V3)(Y — X) <0.Doncsia <3
L(X34+Y3)(X+Y) 1 X3Y + Xy )
Y% Xttyir T2 X1yt ‘

La méthode du gradient, méme dans un cas "idéal" comme une fonction quadratique, ne converge qu’asymptotique-
ment vers la solution. Regardons par exemple
f(z) = %(ale + apr3) avec 0 < aj < as.

Le minimum de cette fonction est atteint en z* = (0, 0), et sauf en choisissant un point de départ sur un des deux
axes, le gradient en zj, a I'itération k de 1’algorithme du gradient n’est jamais colinéaire & z. Donc le minimum ne
sera jamais exactement atteint. Pourtant, la recherche de ce minimum, dans le cas d’une fonction quadratique, revient
a celle de la solution d’un systeme linéaire (celui annulant le gradient). Et on connait, si on a suivi un cours d’algebre
linéaire élémentaire, des méthodes pour résoudre un tel systéme en un nombre fini d’opérations... Il est clair que pour
que la méthode d’optimisation soit compétitive, il faut utiliser une autre direction de descente que celle du gradient.
Dans la méthode de Newton appliquée a une fonction quadratique, H f(z) = A et Vf(x) = Az — b d’ou a chaque
étape la détermination de la direction de descente par résolution de Ady = —gi. En remplacant dans (2.4), on obtient
ar = 1. Notons que la méthode ne présente pas d’intérét puisqu’elle nécessite la résolution d’un systéme linéaire a
chaque itération. Autant calculer directement le minimum de la fonction quadratique qui est la solution de Ax = b.
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2.3.3 La méthode des gradients conjugués

La méthode des gradients conjugués est la base des méthodes rapides de minimisation des fonctions régulicres et c’est
aussi une méthode trés utilisée pour résoudre les systemes linéaires de grande dimension (issus par exemple d’une
discrétisation par éléments finis d’une EDP). Le principe de cette méthode est d’accélérer la méthode du gradient en
cherchant & I’étape k directement le minimum de la fonction f(z) dans le plan (P) passant par le point z* et engendré
par les directions d*~! et ¢g¥, et non pas simplement ¢¥ comme dans la méthode du gradient introduite plus haut.
Notons Vj le sous espace vectoriel engendré par les gradients et les directions successives

Vi={g",i=0,...,k, d,i=0...k} (2.5)

k

et Uy = {z% + Zf\fl a;ug, u; € B(Vy)} espace affine engendré par Vj; passant par 2, ot on a noté B(V};) une base

de V}. et Nj, la dimension de V},

Proposition 2.2. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes
— xFt péalise le minimum de f sur Uy,
— g**1 est orthogonal a V.

L’espace vectoriel V, est engendré par {g*,i =0, ..., k}.

Preuve Supposons z¥7! = 2F + 5" au; € Ug et f(2¥+1) < f(x), Vo € Uy. Cest équivalent a dire que @ minimise
h(a) = f(z* + 3 cu;) sur RV+ donc le gradient de A doit étre nul en &

on(a) _ Z": Of (x*+1) ot

- BTy o\

Grace a cette propriété, on montre par récurrence que Vj est en fait ’espace vectoriel engendré par les gradients
successifs. A 1’étape 0 c’est évident puisque ' = 2° + ag”. Supposons que Vi1 = {¢°, ... 7g”"_l} pour & > 1.
On sait que f(zF*1) < f(2* — tg*) car ¥+ minimise f sur Uj contenant g* et par ailleurs il existe ¢ > 0 tel
que f(x¥ — tg¥) < f(a*) car g* est une direction de descente (sinon si g¥ = 0 on s’arréte). Comme z**! ¢ U;_4
(puisque f(z*F*1) < f(«*) et 2* minimum dans Uy_1), on en déduit que d* n’est pas dans V}, et a forcément une
composante non nulle sur ¢*. Donc d* = aj,¢* +u avec oy, # O et u € Vi1, ou réciproquement g* = i (d* —u);on
passe donc de Vi a Vi, en rajoutant indifféremment d* ou gk a la famille génératrice de Vj_;. Par ailleurs, comme
Vi = {g°, ..., g} avec les gradients orthogonaux deux a deux, la dimension de V* est k + 1 et I’algorithme s’arréte
donc au plus tard pour k = n — 1. |
On montre maintenant la propriété suivante

Théoreme 2.11. Soit f une fonction quadratique

f() = 3{dz,2) + (ba) + e

k

avec A symétrique définie positive. Supposons que x" minimise [ dans Uy_1. Alors les deux propriétés suivantes

sont équivalentes :
— La direction d* issue de x* minimize f dans U*.
— (d*, Ad") = 0 pour touti =0,...k — 1.

Preuve D’apres la propriété 2.2 si f(xF + td*¥) minimize f dans V¥ = {d°,... d*=1, ¢*} alors V f(z* + td¥) est
orthogonal & d’, pouri = 0,...,k — 1,eta g¥. Or Vf(y) = Vf(z) + A(y — ) donc V f(aF + td*) = ¢* + tAd".
Donc

(gF +tAd* d)y = 0, i=0,....k—1

(g" +tAd*, g") = 0. (%)
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On a d’une part pour ¢ < k que (gk, d") = 0 toujours d’apres la propriété 2.2, donc
(tAd*,dy =0, i=0,... k—1.
Réciproquement, si (d*, Ad") = 0 pour tout i = 0,...% — 1, en utilisant 1’équation (*) ci-dessus on obtient
t(Ad", g*) = —(g", 4").

Comme g* # 0 et d* # 0 (sinon on a fini), (¢*, g¥) # 0 et (Ad*, g*) # 0 car A est définie positive, cette équation
définit bien le minimum 2%*+! = 2% + td*. ]

Appliqué a une fonction quadratique cet algorithme converge donc en un nombre fini d’étapes (au plus N) et pour de
grands systeémes il peut donner une trés bonne précision en un nombre p << N itérations.

Le calcul explicite des directions et des coefficients s’écrit le plus facilement en choisissant (g*);—o,... » comme base
de Vj : on cherche d* = Zf:o bfgi tel que f(z* 4+ azd*) minimise f sur Uy, en utilisant la propriété équivalente

montrée dans le Théoreme 2.11, ¢’est-a-dire (d*, Ad') = O pouri = 0,...,k — 1. Orpouri > 0, d* = '+ — 2
donc Ad' = g"*t! — ¢f, d’on, (d¥, g'T1) = (d¥, ¢%) = B pouri =0,...,k — 1. On adonc
k . . .
Soblg’ g) =thlg' P = e Vi=0,...k
j=1

La valeur de (3} n’est pas importante, puisqu’on cherche 12 la direction d* (a laquelle il faudra ensuite associer un
pas). Choisissons 3, = —|¢*|?, on aura alors

Théoreme 2.12. La suite des directions est donnée par
dO — _go
” k+1 H2
d" = ML edt avec ¢, = g T
lg*
et le pas optimal dans la direction d* est alors
(g*, d*)
o = —————
(Ad¥, dF)

Preuve L’initialisation de la direction a —g° est immédiate. pour k& > 0 on écrit

k+1 k+1

- il Brt o= g2
_ Z— Z——
= 2NN =) R - > e
1=0
k
TR O Vs BRSO Vel iR o
2 g 912 2= lg?
k
Ly Hgk“llzz PR Vsl i W
[F12 2= g’ g2 2=
k412
k41 HQ || k
= —gFtl4 dr.
TaE

On cherche maintenant le pas ay, qui minimise h(a) = f(2* 4+ ad”) soit
(Vf(@a" +apd"),d*) = 0

(A(zF + agd®) +b,d%) = 0

(g" + apAdh,d") = 0

)

~ {g",d")
(AdF, dF)

893
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On résume tous ces résultats dans 1’algorithme suivant, ot on remarquera 1’introduction du vecteur v* = Ad* qui
évite de recalculer ce produit matrice vecteur pour la mise a jour du gradient.

Algorithme 2.7 : Méthode du gradient conjugué

Données : La matrice A et le vecteur b, la tolérance ¢
Résultat : z* tel que f(z*) = min, f(z)
Initialisation : k = 0,

Une premiére approximation de la solution 2° € R”
¢° = Az —b

dO — _ gO

tant que | g*| > ¢ faire

— Calcul du minimum unidirectionnel :

vk = Adk
(g%, d¥)
ap = — -t
(vk, dk)

b = 2k 4 ayd
— Mise a jour du gradient :
gF = g + apo”

— Calcul de la nouvelle direction :
< gk+1, gk+1>

Cl =
(g*, g*)
dF T = Zghtl gy gk
k+k+1
fin
x* — xF

On obtient pour les problémes d’optimisation non quadratiques différentes variantes de la méthode du gradient conju-
gué en appliquant les formules du cas quadratique au cas d’une fonction quelconque (ce qui se justifie, dans le cas ou
une fonction est suffisamment réguliere, par le fait qu’au voisinage du minimum elle est trés proche d’une fonction
quadratique). Ces méthodes sont proches des algorithmes de Quasi-Newton décrits au paragraphe 2.2.3, par exemple

FIGURE 2.5 — Comparaison des méthodes du Gradient Conjugué (vert, 4 itérations) et de Polak-Ribiere (rouge, 8
itérations) sur une fonction quadratique dans R®. Projection sur (0, 1, x2).

39



Algorithme 2.8 : Méthode de Polak-Ribiere
Données : La fonction f son gradient V f, la tolérance
Résultat : z* tel que f(z*) = min, f(z)
Initialisation : £ = 0,
Une premiére approximation de la solution z° € R"
9° =V f(a)
dO — _ gO
tant que | g*| > ¢ faire
— Calcul d’une approximation du minimum unidirectionnel vérifiant :
f(@F 4+ apd®) < f(aF + ad®) < f(2) pour tout 0 < o < g,

— Calcul de la nouvelle position :
b = 2k 4 ayd

— Calcul de 1a nouvelle direction :
gt =V

k+1 _ k k+1
cpay = 9.9 )
(g%, g%)
A= gt e gk
kE+—Lk+1
fin
x* <« gk

Malheureusement, si le point de départ est mal choisi, rien n’assure que la direction d* reste une direction de descente.
Des variantes de cet algorithme utilisent d’ailleurs des définitions différentes pour le coefficient ¢y

k+1  k+1
Fletcher-Reeves : ¢y 1 = %
(9%, g%)
: (" (¢! = g"))
Hestenes-Stiefel :  cx41 = —
(d*, (gFT —g"))

2.3.4 Minimisation unidirectionnelle - Recherche linéaire

Comme on I’a annoncé au paragraphe 2.3.2 la détermination du pas o, dans la direction dj, est un probleme difficile
dans le cas général (non quadratique). Nous donnons dans ce paragraphe deux méthodes abondamment utilisées en
pratique car relativement robustes.

Régle d’Armijo Cette méthode consiste a linéariser la contrainte sur «, (voir Figure 2.6)

F@* 4 apd®) < f(2") + wion (g, d¥) (2.6)

Algorithme 2.9 : Algorithme d’ Armijo

Données : La fonction f, le point courant z, la direction de descente d, les coefficients 7 €]0, 1] et wy €]0, 1]
Résultat : o tel que f(z + ad) < f(x)
Initialisation : &k = 0, la valeur initiale «
tant que f(z + aid) > f(x) + way(d, V f(x)) faire
Choisir ag 11 = Ty,
k< k+1
fin

a = qy

En pratique, ’utilisation de la régle d’ Armijo est rendue délicate par le choix de la valeur initiale et du coefficient wj .
Il s’agit de faire les bons choix !...
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<d,g> ol al o

FIGURE 2.6 — Stratégie d’ Armijo pour la recherche du pas. A la premigre itération f(z* 4+ a'd¥) est au dessus de la
droite de coefficient wi (g*, d*) (en rouge), donc on diminue a;. A la deuxiéme itération f(z* + a2d*) est en dessous
de la droite et on choisit cette valeur pour oy

La premiére valeur o} : On la fixe en faisant I’hypothése d’un modele quadratique pour () = f(z* + ad")

o(a) = ag + ara + aza’®/2

avec

{ ap = f(fﬁk)
ar = (d*, V f(z*))

as est déterminé en imposant la décroissance maximale de ¢,
2
A = ¢(0) = min = a1/(2a2).

On pourra choisir par exemple un certain pourcentage de la valeur initiale. Attention cependant au choix de cette
valeur si f(z) n’est pas toujours positive.
Pas de Fletcher (voir Figure 2.7) oz,lg est choisi pour donner la valeur minimale du modele quadratique

L —2A
W = 1dF NV f(2F))

(03 (0

FIGURE 2.7 — Pas de Fletcher pour le démarrage de la stratégie d’ Armijo

La stratégie d’ Armijo est robuste, on a le résultat de convergence suivant
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Théoréme 2.13. Si f : R” — R est C! et que V f(x) est v-lipschitzien alors la condition d’Armijo (2.6) est
satisfaite pour tout

(w1 = D(Vf(z),d)
Md|? '

a€0,w], avecw =

Inconvénient de la stratégie d’Armijo : on a toujours a?fl < a};, donc si 04/,1C est choisi trop petit, 1’algorithme de
descente converge tres lentement, car a chaque itération le déplacement dans la direction de descente est trop petit.

Méthode de Wolfe Cette méthode permet de pallier I’inconvénient de la méthode d’ Armijo en laissant aux valeurs
successives du parametre o, la possibilité d’augmenter, si la valeur initiale est trop petite (voir Figures ?? et ??) On
rajoute pour cela a la condition d’ Armijo (2.6), une borne inférieure sur la pente de la fonction en zF + apdk

(VI((z* + agdb), d¥)y > wy(gF, d"), avec 0 < wy < wo < 1. (2.7)

Algorithme 2.10 : Algorithme de Wolfe

Données : La fonction f, son gradient V f, le point courant 2F 1a direction de descente d*, les coefficients
O<w <wy <1

Résultat : oy, tel que (2.6) et (2.7) sont satisfaites

Initialisation : Fixer ap = —1 et ag = 0.

p = 0, Fixer la valeur initiale de ai (par exemple avec la méthode de 1’approximation quadratique)

tant que f(z* + ol d¥) > f(2F) + wial (d¥, V f(2*)) ou (V f((z¥ + ofd¥), d*) < wa(gF, d*) faire

si f(zF + afdr) > f(2%) + wi (g, d¥)of alors
“op =ab
fin
sinon
| ac=aj
fin
si ap < 0 (pas encore fixé) alors
‘ QZH = 2aqg
fin
sinon
‘ aﬁ“ = (ag +ap)/2
fin
p+—p+1
fin
= of

On a également un résultat de convergence pour la méthode de Wolfe

Théoreme 2.14. "de Zoutendijk"
Soit une fonctionf : R™ — R, minorée, continiiment différentiable sur

N ={f(z) < f(zo)}
et dont le gradient V f(x) est L-lipschitzien. Alors, si les coefficients (c, )y vérifient les conditions (2.6) et (2.7)

cos 2|V f(z®)|? < 00, avec cosby = —— I 20
Ek: : [d* [, IV f (%)

On déduit de ce théoreme que 1’algorithme converge vers un minimum de f(x).
Preuve
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M2 Mathématiques pour I’Entreprise Optimisation

Théoréme 1. de convergence (de Zoutendijk)
On considére un algorithme de descente

xrg € R

Tpr1 = Tp+ ogdy,
pour la minimisation d’une fonction f : R™ — R. On note

—(Vf(zx),dy)
IV f(@i)llde]

cos by, =

On suppose que
— les coefficients oy, vérifient tous les conditions de Wolfe, avec 0 < wy < wg < 1

f@r+ardy) < f(og) +wron(Vf(zr), di)
<Vf(l'k+06kdk)7dk> > UJ2<Vf(.'L‘]€),dk>

— la fonction f est minorée, continument différentiable sur
N ={f(z) < f(xo)}
— le gradient de f est Lipschitzien sur N
IVf(z) = Vi)l < Llz—yl, avec L >0
Alors
> cos BRIV f () |* < 00
k

Démonstration : «; vérifie la deuxieme condition de Wolfe, donc

(Vf(xr + agdy), dy) wa(V f (), di)
(Vf(@rg1,di) = (Vf(zr),dy) (w2 — DV f(zr), d)-

Par ailleurs V f est Lipschitzien, d’ou
(V(@re) = V@), dr) < |V F(@re1) = V@) ldel < Llzgsr — oilldi] = Lag|di]?,

d’ou on obtient

>
2

Lay|di|* = (wo = D)(V f(z1), di)-
Par ailleurs avec la premiére condition (Armijo) on a
f(@rg1) = flan) < wron(Vf(zr), di),
donc, comme (V f(xy),dr) <0,

wi(wa — 1) (Vf(xx), di)?
L ]

f@rg1) = flaw) <

)

d’ou1, en sommant sur toutes les itérations,

f(@r) = f(wo) < CZ (v (@0), di)” .
2 |l



avec

~ wi(l—wo)

En remarquant que

Vi), do? (V@) di) N o e
lde]? a <||dk|||vf(1’k)|) IV f ()]

cos 07 x |V f(zp)]?,

on a donc

flar) = flzo) < —¢ Y cos OV f ()|,
k

d’ot, puisque que f est minorée (par m),

ey cosOi|Vf(zp)|” < flzo) = m,
k

d’ou le résultat.



Un exemple d’implémentation de la méthode de Wolfe dans Matlab est proposé dans I’annexe ??.

h(a) h(a)

o4 o <d,g> ol o o <d,g> a? ol o
& <d.g>m, oy <d,g>m,

FIGURE 2.8 — Méthode de Wolfe, exemple 1, itérations 1 et 2. Dans ce cas Wolfe a fonctionné comme I’aurait fait
Armijo. La premiére valeur de o conduisant 4 une valeur f(2* 4 a!d*) au dessus de la droite de coefficient m; (¢*, d¥)
(en rouge), on diminue ay,. A la deuxieéme itération f(x* 4+ a'd¥) est en dessous de la droite rouge et la pente en ce
point est supérieur a la direction indiquée en violet, donc on choisit cette valeur o pour ay,.

h(a) h(a)

(le o Olllotz a

g <d.g> <d.g>m, g oy <d.g> <d.g>m,

FIGURE 2.9 — Méthode de Wolfe, exemple 2, itérations 1 et 2. La premiere valeur de a conduisant a une valeur
f(z* 4 o'd*) en dessous de la droite de coefficient m;(g*, d*) (en rouge), mais avec une pente inférieure a la
direction indiquée en violet. On augmente donc a;,. L’ algorithme d’ Armijo aurait arrété des la premice itération, avec

une valeur de ay plus petite, donc moins optimale.
Exercice 2.10. Soit la fonction de R? dans R
f(x) = tan(xq) sin(ze — 7/2)

1. Calculer le gradient et le hessien de f.

2. Trouver une fonction quadratique ¢(z) telle que
1£(z) = a(2)] < Claf?®
dans un voisinage de z = (7w /4, 7/2).

3. Trouver I’ensemble des directions de descente pour f au point x = (7/4,7/2). Trouver parmi ces directions
celle qui correspond a la descente la plus rapide. Justifier la réponse.

Corrigé : On peut commencer par ré-écrire f(x) sous la forme

f(x) = —tan(x1) cos(z2)
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1. Le gradient de f
V() = <— (1 + tan(a:l)Q) cos(asg)>

tan(z1 ) sin(zs)
Le hessien de f

Hf(z) = (—2tan(x1) (1 + tan(z1)?) cos(z2) (1 + tan(z1)?) sin(:cg))

(1 + tan(z1)?) sin(z2) tan(z ) cos(z2)

2. On remarque que

vio - (1) #ro-(5 7)

On applique la formule de Taylor

f(@) = f(@2)+(V[(@),z—z)+ %(Hf(i")(x — &), 2 —2) + O(|z — z|*)
donc

[£(2) = q(@)] < Cla)®

avec

F(@) + (Vf(@),2 — 7) + 5 H @) — 7). — )
= (SCQ — 7T/2)(1 - —1—4331).

q(z)

3. Les directions de descente pour f au point Z = (7 /4, 7/2) sont telles que
(d,Vf(@) < 0

soit {R™* x R}. Parmi ces directions celle qui correspond a la descente la plus rapide est la direction opposée
au gradient donc —e;. En effet, d’apres la formule de Taylor au premier ordre on a

f(@+ad) = f(z) + a{d, Vf(@)) + O]z — z|*)

Comme
(d,V f(x)) = cos(d, Vf(z))|d]|V f(2)],
pour le méme incrément «, la diminution de f dans la direction d est donc maximum quand d = —V f(Z).

Cas particulier de I’identification de parametres On s’intéresse maintenant au cas ol la fonction & minimiser me-
sure I’écart entre des données expérimentales et des valeurs calculées par un modele dépendant d’un certain nombre
de parametres inconnus a priori. Le minimum de la fonction est réalisé pour le jeu de parametres permettant d’ex-
pliquer au mieux les mesures expérimentales avec le modele en question. Des techniques de minimisation ont été
spécialement développées pour ce type de probleme. Nous détaillons ici la méthode de Levenberg-Marquardt utilisée
dans le cas ou la fonctionnelle & minimiser correspond a un probléme de moindres carrés

F(p) = lyi — f(zi.p)[? (2.8)
=1
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— le modele f(x,p) dépend de m parametres p;, j = 1,...,m. La fonction f est a valeurs éventuellement

vectorielles
f:RIEXR™ — RY
(@,p) = vy
— les données sont les n mesures y;, ¢ = 1,...,n a valeurs éventuellement vectorielles dans RY, correspondant
aux n coordonnées z;, i = 1, ..., n éventuellement vectorielles dans R?

Si le modele est linéaire, avec m = [ + 1 parametres
fz,p) = Mp, avee M = (a,1)

a valeurs dans R (¢ = 1) on obtient pour la fonctionnelle
n
= lyi — Mip|* = (Y — Mp,Y — Mp)

C’est une forme quadratique en p. Le minimum est atteint pour p,,; solution de Ap + b = 0 avec A = 2M TN et
b= —2MTy.
Dans le cas général le gradient et le hessien par rapport a p de la fonctionnelle sont respectivement

_ _ (OF _
G=YF0) = () o =23 () =)= 2.9)
_ (_9%*F O°F _ & ) . 82f($i,p) % Of (xi,p) Of (zi,p)
HF(p) - (apkapj)wzlv__ﬂm? 8pk8pj = 2;(f($zap) yz) 3pk3p7j + 2; 8]% 3pj

La méthode de Levenberg Marquardt consiste a combiner la méthode du gradient et la méthode de Newton, en privilé-
giant cette dernicre dans les zones proches d’un minimum. Pour cela on commence par approcher la matrice hessienne
par

a (3 a (2]
H = (Hy;), Hk]_2z fazkp f(;;]) (2.10)
=1

c’est-a-dire en négligeant les termes en dérivées secondes. A I’étape k on définit la direction de descente d;, comme
la solution du systeme linéaire

F[kdk = —(G}, avec f{iJ = Hiyj(l + )\51‘]'), (2.11)

ol d;; est le symbole de Kronecker et A\ un parametre qui va varier a chaque itération. Quand A est trés grand, la
matrice H est a diagonale dominante et le comportement de I’algorithme est proche de celui du gradient. Au contraire
quand A — 0 c’est plutot le comportement de 1’algorithme de Newton qui est privilégié.
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Algorithme 2.11 : Algorithme de Levenberg-Marquardt

Données : La fonction F', son gradient, son hessien, les coefficients A, y, £, le nombre max d’itérations K ax
Résultat : p* tel que F'(p*) = min, F(p)
Initialisation : £ = 0, choix de pg initial,
Calcul de FO = F(po), G() = VF(po)

do = -Gy

Choix initial pour A = 0.001

tant que | dy| > ¢ et k < knax faire
Calcul de HY; = HF; j(py,) (1 + Ardij)
Calcul de G, = VF(po)

Calcul de d, solution de H*d), = —G},
si F(py + dy) > F}, alors

| Aky1 = g
sinon
Akt1 = A/
Dk+1 = Pk + dy,
k+—k+1
fin
P* = pi

4.5

O mesures
p initial

— — pcible
p optim

35

25

FIGURE 2.10 — Identification de paramétres pour le modele y = f(x,p) = p1 cos(paz) + pesin(z + p;1) sur 20
mesures y; © = f(z5",p),i =1,...,20, p = (3,1), 5% bruit uniforme. Panel gauche : y = f(z, p) avec p initial

(1.1,3.3), exact (1., 3.) et identifié (0.995451, 2.99552). Panel droit : isovaleurs et valeurs du critere de vraisemblance
et itérations successives de I’algorithme de Levenberg-Macquardt.

2.4 Algorithmes de minimisation sans dérivées

Dans beaucoup de cas, le calcul explicite de la différentielle de la fonction a minimiser est difficile, ou colteux.
Il existe toute une classe de méthodes de minimisation qui, méme si leur convergence repose sur des hypotheses de
régularité de la fonction, ne font pas intervenir explicitement le gradient. Nous donnons un exemple appelé la méthode
de Nelder-Mead ou downhill simplex ou amoeba. Elle repose sur le concept du simplexe, qui est un cas particulier de
polytopes a n + 1 vertex en dimension n (par exemple un segment sur la droite, un triangle dans un plan, etc.). Le
principe de cet algorithme consiste a classer les sommets du polytope par ordre croissant de la valeur de la fonction,
puis a le faire évoluer en explorant la demi-droite formée par le plus mauvais point (celui pour lequel la fonction est
maximale) et le barycentre des autres points. La méthode de Nelder-Mead converge si la fonction est unimodale et
réguliere, sinon elle peut avoir un comportement oscillant. D’autres méthodes ne faisant pas appel aux dérivées ont
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été mises au point depuis son invention, plus robustes et générales. Nous en donnons un apergu au chapitre 2?.
Algorithme 2.12 : Algorithme de Nelder-Mead

Données : La fonction f : R — R.
Résultat : z* tel que f(2*) = min, f(z)
Initialisation : k& = 0, calcul des valeurs de f en n + 1 points non alignés 29, ..., 20 1, ordonnés tels que
fa?) < f($g+l)
tant que k < Kyax et (2F) non alignés et f(x¥) non identiques faire
calcul du barycentre : . = >, xf
et du symétrique de 0, |, z, = x. + davec d = z, — a0 ;.
si f(z,) < f(«%) alors
Expansion : z, = z. + 2d et calcul de f(z.)

si f(ze) < f(z,) alors

| 2k =,
sinon
‘ Z'Zill = Ty
sinon si f(2%) < f(z,) < f(zF) alors
‘ ahtl — g
n+1l — &r

sinon si f(zX) < f(z,) < f(z*,,) alors
Contraction externe : x.. = . + d/2 et calcul de f ()

si f(zce) < f(x,) alors

E+1 _
‘ Tpi1 = Lee
sinon

k+1 _
‘ .’BnJrl = Ty

sinon si f(z%, ) < f(,) alors
Contraction interne : x.; = x. — d/2 et calcul de f(x;)

si f(zei) < f(ak, ) alors
k+1

‘ Tpy1 = Tei
sinon
k k
‘ réduction vers z¥ : mf“ = % pouri=2,n+1
Reclassement de ($f+1)i:1’.,_,n+1 tels que f(a:f“) < f($fi11)
k+—k+1
fin
r* ¢ ok

FIGURE 2.11 — Minimisation de f(z) = (Az,x)/2 + (b, ) avec Ialgorithme de Nelder-Mead. (A = [3, —1; —1, 5],
b=[-1;-9])
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3 Optimisation avec contraintes

Dans un probleme d’optimisation avec contraintes on cherche a minimiser une fonctionnelle sur une partie de son
domaine de définition sous des contraintes d’égalité ou d’inégalité

min fx)
3.1

avec

f @ R"—R,
# : R*—R",
R™ — RP,

o
f ¢ régulieres.

Les contraintes d’égalité ou d’inégalité s’exprimeront parfois également sous la forme d’une contrainte d’apparte-
nance a une partie convexe K C R".

On définit des notations pour le gradient et la hessienne de la ¢ contrainte
af(z) = VP (z) HE(x) = Hess cP(x), al(z) =Vel(z) Hl(x)= Hesscl(z). (3.2)
Les matrices jacobiennes des contraintes sont notées
af ()" af ()"
AE(z) = VP (z) = : , Alz)=vd(z) = : (3.3)
ap, (z)" ap(x)”

Enfin, soit y un vecteur de R™, z un vecteur de RP, qu’on appellera vecteurs des multiplicateurs de Lagrange, on
définit le Lagrangien

Uz,y,2) = f(2) + (y, (@) + (2, (x) 3.4)

et le gradient et la hessienne du Lagrangien par rapport a & sont

m p
9(x,y,2) = Vaol(w,y,2) = V() + > il (x) + Y za] (v) (3.5)
=1 =1
m p
H(z,y,2) = Hessl(w,y,2) = Hf(z) + > _y:H (x) + > zH] (v) (3.6)
1=1 =1

Définition 3.1. Soit z* un minimiseur de f.

— On dit que la i™ contrainte d’inégalité est active si ¢ (z*) = 0.
— On dit que les contraintes sont qualifiées en x* si le rang de la matrice formée par la réunion de la matrice
jacobienne des contraintes d’égalité et la matrice jacobienne des ¢ contraintes d’inégalité actives en x* est

égal a m + ¢, alors appelé rang maximal.

Par définition les contraintes d’égalité sont toujours actives, alors que dans le cas des contraintes d’inégalité, la diffi-
culté du probleme consiste justement a déterminer si elle le sont ou pas. On va commencer par étudier le probleme de
minimisation avec des contraintes d’égalité, du point de vue théorique et algorithmique, puis on élargira les résultats
au cas général avec des contraintes des deux types.
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On introduit la Fonction duale de Lagrange g : R™ x R? — R

g(y,z) - xleanagoj’y’Z)
m p
= inf il icl
nf (f(w) + ; yicy (x) + + ; 2ic; (w))

g est concave (peut-tre infinie pour certains y,z)

Propriété : borne inférieure :

Siz > 0alors g(y, z) < p* =inf,ep, f(x)

Cette propriété permet d’obtenir des informations intéressantes sur le minimum d’un probléme, sans le résoudre
enticrement. Voyons quelques exemples.

1. Solution d’un systéeme linéaire de norme minimale
Résoudre

* : T
= inf 22
p Azxz=b

— Lagrangien : £(x,y) = 'z + yT (Az — b)
— Pour minimiser ¢(z, y) par rapport & x on annule le gradient
Vol(z,y) =22+ ATy =0 < z=—-ATy/2

— On injecte dans la définition de la fonction duale

1
g(y) = 6(—ATy/2,y) = —ZyTAATy ~ by

concave en y

— Prop borne inférieure
1
Pt > =yt AATy = bly vy

2. Probléme de programmation linéaire standard Résoudre

= inf  lx

Ax =b
x>0

*

— Lagrangien : £(z,y,2) = ¢z + yT(Az —b) — 270 = —yTb+ (c + ATy — 2)x
— /{ affine en x donc

—blysic+ ATy —2=0
—00 sinon

g(y,z) = irxlfe(xvyaz) = {

— g est lineaire sur le domaine affine {(y, z), c + ATy — z = 0} donc concave
— Prop borne inférieure p* > —b”y pour tout 3y t.q. ¢ + ATy > 0
3. Partitionnement spectral Résoudre

pr= inf TWz
z2=1,i=1,...,n

— Probléme non convexe, combinatoire (card D, = 2™)

— interprétation : la matrice /" mesure la similarité

— Lagrangien : {(z,y) = 2T Wz + > yi(2? — 1) = 2T (W + diag(y))z — 1Ty
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—1Ty si W + diag(y) € §%
—00 sinon

olo) = int (o) = {

— Prop borne inférieure p* > —17y pour tout y t.q. W + diag(y) € St
Par exemple y = —Apnin (W)1 permet d’obtenir p* > nXp,in (W)

Sur ces exemples, la résolution du probléme dual serait plus aisée que celle du probleme de départ. Résoudre

%
d* = sup  g(y,2)
yER™ 2€RP, 2>0

Cependant, avant de s’y attaquer, il faut s’assurer qu’il est équivalent, ce qui n’est pas toujours le cas. On sait, avec
le résultat de la "borne inférieure" que p* > d*, et par ailleurs, comme le probléme dual est concave, on est assuré de
I’existence d’une valeur optimale d*.

On dira qu’on est dans un cas de Dualité faible si d* < p* et dans un cas de Dualité forte si d* = p*

Un critere de dualité forte est justement que les contraintes soient qualifiées. Notons que dans le cas d’un probleme
convexe

s’il 3z t.q. ¢! (z) < 0 et Az = b alors d* = p*.

3.1 Conditions d’optimalité pour ’optimisation avec contraintes d’égalité

Pour alléger les notations dans ce paragraphe on abandonne 1’indice ¥ indiquant qu’il s’agit de contraintes d’égalité.
Le Lagrangien est une fonction de deux variables

E(l'ay) = f(l‘) + <y7 C(l’)>,

dont le gradient et la hessienne ont les expressions suivantes

i=1
H(z,y) = Hessyl(x,y) = Hf(x) + Zysz(IE) (3.8)
1=1

Avant d’énoncer les conditions d’optimalité on regarde le cas particulier de contraintes linéaires c’est a dire ou

T
c(x) = ({c1, ), (ca, ), ..., {Cm, x))
avec les ¢; une famille libre de vecteurs de R". Le probleme de minimisation min(,)—g f (z) se ramene alors a
minimiser f(x) sur I’espace vectoriel K = {z, (¢;,x) = 0,7 = 1,...,m} qui s’exprime sous la forme sans contrainte

min,epre g(a) avec g(ao) = f(Z§:1 ajk;), o (kj)§:1 est une base de K. La condition d’optimalité dans le cas sans
contrainte implique que si z* est un minimiseur de f sur K, V,g(a*) = 0 ot 2* = ?:1 ajk; et en utilisant la
régle de dérivation directionnelle on en déduit (V,, f(2*),k;) = 0 pour j = 1,...,p. Autrement dit, V f(2*) € K+
et une base de K+ nous étant gracieusement offerte par la définition de K, on en déduit I’existence de (y;)™; telle
que Vf(a*) + I, yics = 0.

On peut maintenant généraliser ce résultat au cas de contraintes quelconques avec les conditions d’optimalité du ler
ordre exprimées par le théoreme suivant
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Théoréme 3.1. des extrema liés
Soient f et ¢ dans C, et x* un minimiseur local de f vérifiant les contraintes d’égalité c(x) = 0. Si les
contraintes sont qualifiées, il existe un vecteur de multiplicateurs de Lagrange y* € R™ tel que

c(x*) = 0 faisabilité primale
g(z*) + AT (x*)y* = 0 faisabilité duale

Preuve On commence par donner une preuve constructive, dans le cas particulier o n = 2 et m = 1. L’idée consiste
a se ramener a la minimisation sans contrainte d’une fonction d’une seule variable. La condition de qualification des
contraintes s’écrit dans le cas ot m = 1 V,c1(2*) # 0, et on peut donc supposer (quitte a inverser 1 et z2) que
Og,c1(2*) # 0. Dans ce cas le théoreme des fonctions implicites assure qu’il existe un voisinage V; x V4 de 2* et une
fonction ¢ unique et différentiable en x* tels que pour tout x; € Vi ¢1([z1, ¢(21)]) = 0 et x5 = @(a}) avec
-1
/ * *
ry) = ———— 0y c1(x™).

¥ ( 1) 5x201($*) T1 ( )
On a donc, pour la fonction f(x1) = f([z1, (x1)]), existence d’un minimum en z*. Les conditions d’optimalité du
premier ordre pour f conduisent a

5 of 0
Fl@)) =0 (a1, e(@])]) + ¢'(21) 5 ([21, ¢(7)]) = 0.
0xq Oxa
On obtient I’expression recherchée en posant y = Oy /(o) |

- OzycCl (z*)"
Dans le cas général, on utilise pour démontrer le théoreme le résultat intermédiaire suivant

Lemme 3.1. Soit g dans C*(R"™,R™), le gradient de g est orthogonal & C = {g(x) = cte}.

Preuve Pour démontrer ce lemme on considere une paramétrisation (z; = A;(¥))i=1,...n de C = {g(x) = cte}, avec

7= (y1,-..,Yk), K = n—m, dont I'existence est assurée par I’hypothese de qualification des contraintes, qui permet
d’appliquer le théoreme des fonctions implicites. On dérive

9(A@) =c
onadoncpourtoutj =1,....k

99(AW)  _ iag(A(ﬂ))aAi(ﬂ)

ayj i—1 6.%'1 8yj
0A
= (Vg(z),=—) =0
(Vg(a), 5.
le vecteur gradient est bien orthogonal a tout vecteur tangent a C. |

Preuve Revenons a la démonstration du Théoreme ??. Prenons maintenant comme fonction g la contrainte C' et sa
courbe d’isovaleur nulle correspondant a la contrainte Cy(z) = 0. On prend une paramétrisation (x; = A;(¥))i=1,..n
de cette courbe dans un voisinage de x*, donc pour § € B(0,r) avec A(B(0,7)) € V(z*). Si 2* = A(y*) alors y*
est solution de

y* = argmin (i), avec () = f(A())
yeB(0,r)
Mis sous cette forme il s’agit d’un probléme de minimisation sans contrainte par rapport a ¢ pour lequel on peut
appliquer le critére d’optimalité du ler ordre puisque par composition d’applications C'! 1a fonction ¢ () est C''. On
a donc

V() = 0
() — 9f(*) 9A:(7) ,
Vi=1,...,k
8y] ; 8.’131' 8y] ) J y )
_ o OAW), _ o
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Les vecteurs (agy@ )j=1,...r engendrent le sous-espace tangent a {Cy(z) = 0}, donc cette égalité traduit que le
y -

gradient de f en x* est orthogonal au sous-espace tangent & {Cy(z) = 0}. En utilisant le Lemme précédent on en
déduit qu’il est colinéaire au gradient V,Cy(z*), d’ou I’existence de la combinaison linéaire dont les multiplicateurs
de Lagrange sont les coefficients. |
Avant d’aller plus loin on donne quelques exemples d’application de ce théoréme.

Exemple 3.1. Considérons le probleme

min x‘ll + x%. (3.9
a:%-l—a:%:l

qu’on va résoudre de deux manieres : par changement de variables en coordonnées polaires, et en utilisant le théoréme
précédent.
1. Posons x1 = cos(f)) z2 = sin(6), le probleme (??) devient minge[g 25 (cos 6*+sin 6*) dont la solution s’ obtient
en annulant la dérivée :

4 cos 0 sin §(— cos 8% + sin %) = —2sin(26) cos(26) = 0,

dont les solutions sur [0, 27 sont 7 /4 + km/2 et kx/2 pour k = 0, ..., 3. En k7 /2 la fonction x{ + z3 vaut 1
eten /4 + km/2 elle vaut 1/2. La fonction a donc 4 minima locaux (£+/2/2, +1/2/2), ot elle vaut 1/2, et 4
maxima locaux {(1,0), (0,1), (—1,0), (0, —1))}, ou elle vaut 1.

2. En appliquant le Théoréme ?? on est conduit 4 rechercher z* € R? et y* € R tels que
(@1)* + (23)* =
AP +yr2y =
A +yr2eg =

ce qui conduit aux possibilités présentées dans le tableau suivant

x7 =0 yt = —2(27)°
23=0 (21)” + (23)° # 1 (a]) =Tlety" =2 f(a") =1
V= 23 | @)= Lty = 2 (o) = 1| (@))% = (@2 = 1/2ely’ = —L [(@) = 1]2

Exemple 3.2. Considérons maintenant le probleme

inf (Ax,x)

lz]=1
otl A est une matrice symétrique dans R"*". Posons f(z) = (Ax,z) et ¢(x) = |z|? — 1 on peut résoudre le probléme
en appliquant le Théoréme ??, I’existence d’un minimum étant assurée puisque f est continue et {c(x) = 0} fermé
borné. On a donc I’existence de y* € R tel que 2Az* + 2y*2* = 0 donc I’existence d’au moins un couple valeur
propre - vecteur propre, qui plus est minimisant f(x). Pour retrouver le résultat bien connu de I’existence d’une
base orthonormée de vecteurs propres de A avec leurs n valeurs propres associées on peut procéder par récurrence
sur la dimension n : Pour n = 1 le résultat est trivial. Supposons 1’hypothese vraie au rang n, et considérons pour
A € R+ e sous-espace H = {vect(z*)}*. Cet espace est de dimension 7 et stable par A en effetsi (z*,z) = 0
alors (z*, Ax) = (Ax*,x) = (—y*z*,z) = 0. On a donc I’existence d’une base de vecteurs propres orthonormée sur
H et il suffit de diviser 2* par |z*| pour compléter cette base de R™.

Les conditions d’optimalité du 2e ordre sont exprimées par le théoréme suivant

Théoréme 3.2. Soient f et c dans C?, et x* un minimiseur local de f vérifiant les contraintes d’égalité c(x) = 0.
Si les contraintes sont qualifiées, il existe un vecteur de multiplicateurs de Lagrange y* € R™ tel que

(s, H(z*,y*)s) >0 pourtouts € N
ou

N ={seR" A(z*)s = 0}.
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Remarques

— Le premier théoréme, encore connu sous le nom de théoréme de Lagrange, exprime qu’une solution (z*, y*)
du probléme minimise la fonction lagrangien par rapport a x. Attention, en général ce n’est pas vrai pour les
variations par rapport a y.

— Les multiplicateurs de Lagrange (y) mesurent la sensibilité de minimum z* par rapport a une contrainte donnée.
Plus précisément, si on note x*(¢) la solution du probléeme sous contraintes (??) ol on a perturbé la ;“™¢
contrainte ¢;(x) 4+ ¢ = 0 alors le i multiplicateur de Lagrange y; vérifie

i = T (€))o

Preuve Pour montrer ce résultat on calcule par composition des dérivées

dx*(e)

d

I (E) = Val M (310
et par ailleurs comme Cj(z*(¢)) = —¢&d; ; en dérivant on a

dx* (e
Vij(.’L‘*(é“)) d( )) = —(51‘7]‘ (3.11)
€
On utilise I’identité remarquable
u (v Aw) = (u,w)v — (u,v)w

avec

dx -

U= = v=Vf etw= ZijCj,
7=1
onadoncenz*, v Aw =0,d ou
dx Ui .
Zy]VC’ W[ — Z 0, j=1,...,m
d’ol, en utilisant (??) et (??), en passant a la limite en
d m
UV I) + 1@ ) emo D 4V = 0.
j=1

En identifiant avec le Théoréme ?? on obtient 1’identité recherchée, si y; # 0. [ |

Exemple 3.3. Application : minimisation d’une fonction quadratique sous contraintes linéaires d’égalité On se place
dans le cas ou

1
clx) = Bx—-C
avec A une matrice symétrique définie positive de R™*"™, b un vecteur de R, B une matrice de R”"*" et C un vecteur

de de R™. Pour que les contraintes soient qualifiées il faut que la matrice B soit de rang m.
Le Lagrangien est

Uxyy) = %(Ax,a:) + (b, z) + (y, Bx — C)
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On écrit que son gradient par rapport a = est nul et que les contraintes sont vérifiées soit

Az +b+ Bly=0
Bx=C

Comme A est symétrique définie positive on peut inverser le premier systéme z = —A~!(b+ B'y). On reporte dans le
deuxiéme systeme. Comme B est de rang m la matrice BA~! B est inversible on peut donc donc inverser le systéme

BAT'Bly = —(BA™'b+ C)
ce qui permet d’obtenir ¥ puis x.

3.2 Conditions d’optimalité pour I’optimisation avec contraintes d’inégalité

Dans le cas de contraintes d’inégalité, seules celles qui sont actives interviennent effectivement dans la définition du
minimiseur. Cette observation est traduite par les conditions d’optimalité suivantes dites de Kuhn-Tucker

Théoreme 3.3. x* est un minimiseur local de f vérifiant les contraintes d’inégalité ci(x) < 0 et les contraintes
d’égalité cp(x*) = 0. Si les contraintes sont qualifiées, il existe un vecteur y* € R™ et un vecteur z* € R*? de
multiplicateurs de Lagrange tels que

F(x*)=0,c(xz*) < 0 faisabilité primale
Ve e R" l(z*,y*,2") < Ll(x,y*,z%)etz* > 0 faisabilité duale

cH@*)zr = 0 relaxation complémentaire

Essayons d’interpréter la derniere condition (de relaxation complémentaire) en utilisant les notions de dualité intro-
duites plus haut : puis qu’on est dans le cas de la dualité forte (les contraintes sont qualifiées) alors p* = d*. Or

pt = wf f(2) + (", CF (@) + (=, C1(x)
< f@) + (yt, CF ) + (25, CT(@")) < f(a?)
donc
(z%,CM(a*)) =0= 2z;CT(2¥); =0V j=1,....p.

Dans le cas ot la fonctionnelle f et les contraintes ¢ et ¢! sont différentiables le théoreme devient

Théoreme 3.4. Conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

Soient f, e et ¢ dans C1, et x* un minimiseur local de f vérifiant les contraintes d’inégalité o () < 0etles
contraintes d’égalité c¥ (z*) = 0. Si les contraintes sont qualifiées, il existe un vecteur y* € R™ et un vecteur
2* € RT? de multiplicateurs de Lagrange tel que

E(x*)=0,c(x*) < 0 faisabilité primale
g(x™) + AT (x*)y* + A" (:U*)z* Oetz* > 0 faisabilité duale
Vi=1,....,m cl(z*)zf = O relaxation complémentaire

On remarque par rapport au cas des contraintes d’égalité que les multiplicateurs de Lagrange doivent maintenant &tre
positifs ou nuls. Comme prévu, les contraintes inactives correspondent & des multiplicateurs de Lagrange nuls.
Preuve On peut démontrer ce théoreme a partir du th. des extrema liés. On remplace le probleme d’optimisation sous
contraintes par minz € R, ¢ € RPF(x,t) avec

F(x,t) = f(z) avec et les contraintes d’égalités c¢Z(z) = O pouri = 1,...,met ({(az) + t? =0pourj=1,...,p
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On n’a plus de contraintes d’inégalités, mais on a augmenté d’autant le nombre d’inconnues primales (les ¢; pour
i =1,...,p. Le lagrangien du probleéme modifié est

m p
L(z,t,y,2) = Fz,t) + Y _yick (x) + > zi(ch(z) + 1)
. P

Le théoréme des extrema liés donne

V“F:ct —1—2@/@ xtc —|—ZZ] xt +t2) = 0
=1

+Zyz vl +Zz] =0

Qij = 0, j:]_,...,p

Pour retrouver la condition z; > 0 on applique la condition d’optimalité du 2nd ordre sur le lagrangien de F'(z, 1) :

H. l(x,y,z) 0
221 0 0
Ha,’7tL(x7t7y7Z) = 0 0 229 0
0 . 0 2z

Nous allons illustrer les conditions KKT sur un exemple simple

Exemple 3.4. On regarde le probleme de minimisation quadratique

min x4 23.
r1+x2—1<0

On voit facilement que (0,0) vérifiant la contrainte d’inégalité, on est dans un cas ol la contrainte est inactive en
x*, et la solution du probleme est la solution du probleme non contraint ¢’est a dire (0,0). Imaginons qu’on n’ait
pas remarqué le caractere trivial de I’exercice, et sortons I’artillerie lourde, c’est a dire qu’on recherche (z*, 2*) avec

z* > 0 tels que
2x] (1) _
(a)+= () - 0

(i +a5—-1) = 0.
Des deux premiéres égalités on tire 2} = x5 = —2* /2, en remplagant dans la troisiéme on obtient
soit z* = 0 qui conduit 27 = 25 = 0
soit 7 = x5 = 1/2 qui conduit a z* = —1 < 0 donc inacceptable.

Changeons maintenant la contrainte en 21 +z2 + 1 < 0. Cette fois-ci (0, 0) ne satisfait pas la contrainte, donc celle-ci
sera active en z*. La troisiéme condition KKT est maintenant z*(x] + 23 + 1) = 0, ce qui donne comme alternative :
soit z* = 0 qui conduit & 27 = 25 = 0 qui ne satisfait pas la contrainte,

soit ] = 25 = —1/2 qui conduit a z* = 1, donc la bonne solution.

Pour s’en convaincre, on peut faire le changement de variable x2 = —1 — 2 dans la fonction a minimiser : ming, x% +
(14 1)? est bien atteint en 77 = —1/2.

On va caractériser les points vérifiant les conditions de Kuhn-Tucker a I’aide de la notion de point selle.
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Définition 3.2. On appelle point selle ou point col de I(z,y) (respectivement [(z,y, z)) un point (z*,y*) €
R™ x R™ (resp. (z*,y*, 2*) € R" x R™ x R*P) tel que

Ve e R, Vy e R™, l(z*,y) <l(z*,y*) < (z,y") (3.12)
(resp.) Vz € R", Vy,z € R™ x R™P| [(z*,y,2) < l(z*, 9%, 2%) < l(z,y*, 2%). (3.13)

On a une premiere condition suffisante

Théoréme 3.5. Soient f(x), cp(x), ci(x) de classe C1 alors si le triplet (z*,y*, z*) est un point selle du La-
grangien alors il vérifie les conditions de Karush-Kuhn-Tucker du Théoréeme ??

et une condition nécessaire dans le cas convexe

Théoreme 3.6. Soient f(z), cg(x), ci(x) convexes et de classe C* alors le triplet (x*,y*, 2*) est un point selle
du Lagrangien si et seulement si il vérifie les conditions de Karush-Kuhn-Tucker du Théoréme ??

Preuve On démontre ce résultat dans le cas ou les contraintes sont linéaires. [ |

Théoreme 3.7. Si f(x) est convexe et si les contraintes sont linéaires alors le couple (z*,y*) solution de (Pg)
est un point selle du Lagrangien, c’est-a-dire que

(Pps) Yz €R", VYyeR™, l(z*,y) <l(a*,y") < l(x,y").

Preuve On démontre que si (z*, y*) est solution de (Ppg) alors z* est solution de (Pg) : Si

((x*,y) < L(a*,y") Vy

alors
f@®)+(C(z"),y) < f(z*)+(C(x¥),y°tar) Vy
(C@),y—y") < 0 Wy
(Cl@)y—y") = 0 Vy
Cz*) = 0

Or d’apres (Ppg)

Donc
Vo f(z") < fz) +{C(2),y7)
ou encore
Vrtelque C(z) =0 f(2*) < f(x)
Donc z* est solution de (Pg). u

On montre maintenant I’équivalence entre les problemes primal et dual, propriété qui sera utilisée pour définir I’algo-
rithme d’Uzawa dans le paragraphe suivant. On définit la fonction duale

¢(y) = minf(z,y)

ol on appelle probléme primal le probléme consistant & minimiser ¢(z, y) par rapport a x, a y fixé. On a le théoréme
suivant :
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Théoreme 3.8. La fonction ¢(y) est concave, et on a

Vyo(y) = Ba(y) — C,

ou x(y) est la solution du probléme primal
Uz, y) <U(z,y) Va

Et si la fonction duale ¢(y) atteint son maximum en y* alors x(y*) est solution du probléme (Pp).

Enfin on énonce des conditions d’optimalité faisant intervenir les hessiens de f, ¢ et ¢! dans le cas ou elles sont de
2
classe C~.

Théoreme 3.9. Soient f, cFet ¢! dans C?, et x* un minimiseur local de f vérifiant les contraintes d’inégalité
cl(x) < 0 et les contraintes d’égalité c¥ (x*) = 0. Si les contraintes sont qualifiées, il existe un vecteur y* € R™
et un vecteur z* € RT? de multiplicateurs de Lagrange tel que les critéres de faisabilité primale et duale ainsi
que la relaxation complémentaire soient Vérifiés ainsi que

(s, H(z*,y*,2z*)s) > 0 pourtout s € Ny

—~

./\/+:{36R" (5,aB@)) =0,i=1,....m, | (@) =0sic(a%) =0& 25 > Der }

Ha®) > 0sicl(a*)<0& 2F =0

i

On peut énoncer une condition suffisante d’optimalité

Théoréeme 3.10. Soient f et ¢! dans C?, x* € R™ et des vecteurs de multiplicateurs de Lagrange y* € R™,
2* € RY"™ satisfaisant les conditions du théoréme ?? ainsi que

(s, H(z*,y*,2z*)s) >0 pour tout s € Ny

ou N4 est défini dans le théoreme ??. Alors x* est un minimiseur local isolé de f(x) sous les contraintes
cl(z) <o.

Terminons ce paragraphe par quelques exercices

Exercice 3.1. Probleme de Tartaglia. Décomposer le nombre 8 en somme de deux nombres positifs p; et po tels que
le produit de leur produit par leur différence soit maximum.

Corrigé : Poser le probleme :

min f(p1,p2) = —p1p2(p1 — p2)
p1+p2 =38
p1 >0
p2 >0

Conditions d’application du théoreme KKT ? Contraintes actives ? Ecriture du lagrangien
Up1,p2,Y, 21, 22) = —p1p2(p1 — p2) + Y(p1 +p2 — 8) — 2191 — 22p2
Contraintes inactives = z1 = z9 = 0

Up1,p2,y, 21, 22) = —p%m +p1p§ +y(p1 +p2 —8)

Calcul du gradient

_(—2pap1 + 05 +y —2pop1 +p3 +y =0
Vpﬁ(phP??y,ZlaZQ) - < 2p1p2_p%—|—y = 2p1p2_p%+y:0
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On soustrait et on obtient

P3 +pi —4pip2 = (p1 + p2)® — 6p1pa = 0
d’olt comme p; + p2 = 8, p1p2 = 64/6 = 32/3. Donc p1, p2 sont les racines du polyndome

32
2

—8 =
T x+3

d’ou

4

p=4- p2=4+—

Sl
pa

Exercice 3.2. Exemple Probleme de Kepler Trouver le parallépipede de volume maximal inscrit dans I’ellipsoide
E={(z,y,2) €R3 2?/a® +*/b* + 22 /* =1}
Corrigé : Poser le probleme

min —rYyz
2?/a® + 42 /0 + 22/ =1
x>0
y=>0
z>0

Contraintes actives ? Lagrangien? x = 0ouy = 0ou z = 0 = f(x,y, 2z) = 0! contraintes d’inégalité inactives
Ua,y,2) = —ayz + A@®/a® + P /0 + 22/ — 1)
Calcul du gradient

—yz +2\z/a®
—zz 4+ 2y/V? =
—xy +2 2/ =

On multiplie chaque équation par x, y et z
—zyz + 2222 /a? =
—zyz + 202 /02 =
—zyz + 2022/ =
On somme —3zyz + 2\ = 0 d’ot yz = 2\/(3x) puis en remplagant dans la lere équation
—2)\/(3z) +2\zx/a® = 2X(z/a® —1/(3z))
A = 0 est impossible (sinon xyz = 0) donc 322 = ¢2. Similairement on obtient

a b c
r = —= 2= —

VAV V3

D’ou finalement

abc 3ryz abc
Vol =8ryz =8——+, A= —— = ——
Y 3V3 2 2V/3
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Exercice 3.3. On considere la fonction
fz,y) =227 + 3y + 2ay.

etle domaine K = {2? +4y> < letx +y > 1}

On cherche min x,
(m,y>er( y)

Montrer que f a un minimum global sur R? et le calculer

Montrer que K est convexe non vide.

Faire un dessin de K (en traits pleins) et des isovaleurs de f(x,y) (approximativement et en pointillés).
Ecrire le lagrangien pour le probleme (P).

Ecrire les conditions d’optimalité du ler ordre (ou conditions KKT).

AN

Utiliser le dessin et le résultat de la question 1 pour décider laquelle des deux contraintes sera active au mini-
mum.

7. Calculer (z*,y*) et les multiplicateurs de Lagrange associés.
Corrigé :
1. Calculons Vf(z,y) = (4 + 2y,2z + 6y)" et Hf(x,y) = <
(54 +/5)/2. Donc

;l 2) Les valeurs propres du hessien sont

fla,y) = £(0,0) + (V£(0,0), (z,)") + %(Hf(O, 0)(z,y)", (z,9)")

est une forme quadratique avec une matrice symétrique définie positive, donc le minimum 0 est atteint en (0, 0)
et unique.

2. On considere K = {22 +4y?> < letx +y > 1}. Le point (1,0) € K # () L’ensemble {x? + 4> < 1}
est I’ellipse de demi grand axe = € [—1,1], y = 0 et de demi petit axe x = 0, y € [—1/2,1/2]. Il est donc
convexe. Le demi plan {x + y > 1} est lui aussi convexe. L’intersection non vide de 2 convexes est convexe.

1.2

1E£

0.8F

0.6

0.4

> 02

0

-0.2 1

0.4

-0.6

0.8 b

=34
o
o

0.5 1

x

3. On applique la méthode des multiplicateurs de Lagrange :
Uz,y) = flz,y) +a(@® +4y> — 1) +b(1 —z —y)

4. si (z*,y*) minimise f sur K il existe a > 0 etb > 0 tels que

V%yﬁ(x*, y*, a, b) = <

a(z? + 4y —1) = 0,
b(l—a*—y*) = 0

4x* + 2y* + 2ax* — b —0
22* 4 6y* + 8ay* —b) ~ KV
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Comme le minimum global de f(x,y) n’appartient pas a K, I’'une des deux contraintes au moins est forcément
active. Vu la convexité de f on prévoit que le minimum sera atteint sur le segment {z +y = 1} N K et le
maximum sur l'arc {22 + 4y? = 1} N K.

Pour le minimum on cherche donc z*, y*, b > 0 tels que

o™ + 2y*
20" 4 6y* =
SL‘*Q +4y*2 <1
4yt =1

ce qui conduit a x* = 2/3, y* = 1/3,b=10/3,a =0 et f(z*,y*) = 5/3.
|

Exercice 3.4. Un aviculteur dispose d’une longueur L de cloture grillagée pour délimiter quatre enclos rectangulaires
identiques pour ses poules, canards, dindes et poulets. Les enclos peuvent avoir des clétures mitoyennes. Trouver la
disposition et les dimensions permettant de maximiser la surface des enclos.

Corrigé : On représente sur la figure ci-dessous les 3 configurations possibles

a)

b) y C)

X

Notons S la surface totale des enclos et L la longueur de cloture nécessaire.

— Configuration a) S = 4zy et L = 8z + 5y. On élimine y = (L — 8z)/5 on remplace dans S = 4a(L — 8x)/5.
La dérivée S’(z) = 4L/5 — 642 /5 s’annule en z = L/16 et la dérivée seconde est négative en ce point, donc
la surface est maximale pour (z, %) = (L/16, L/10) ot elle vaut L?/40.

— Configuration b) S = 4zy et L = 7x + 6y. On élimine y = (L — 7x)/6 on remplace dans S = 4x(L — 6z)/3.
La dérivée S’(xz) = 4L/3 — 16x s’annule en © = L/14 et la dérivée seconde est négative en ce point, donc la
surface est maximale pour (z,y) = (L/14, L/12) ou elle vaut L?/42.

— Configuration ¢) S = 4xy et L = 6z + 6y. On élimine y = (L — 62)/6 on remplace dans S = 4z(L — 6x) /6.
La dérivée S'(x) = 4L/6 — 8z s’annule en x = L/12 et la dérivée seconde est négative en ce point, donc la
surface est maximale pour (z,y) = (L/12, L/12) ou elle vaut L?/36.

Donc la troisieme configuration est celle qui maximise la surface, avec des enclos carrés de coté L/12. |

Exercice 3.5. On considere la fonction de R? dans R

f(z) = e 4+ zyx9 + 22 — 20123 + T%
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et le probléme de minimisation sous contraintes

(Prg) "= argmin f(x),
Cg(z)=0
Cr(z) <0
avec
Cr(z) = %+ 23+ 23— 10,
Ce(z) = (a,z)—2,
avec a € R3.

Déterminer a pour que z* = (1,0, 2)7 soit solution de (Prg).
Corrigé : Siz* = (1,0, —1)T est solution de (Prg) il existe y* € Ret z* € R* tels que

Vi@*) +y*VCOg(xz*) + 2*VCi(z*) =

2°Cr(z*) = 0
On calcule
To + 211 — 223 —2
Vix)= "2 + 1 et Vfi(z*)=1 2
—2x1 + 223 2
2.%'1 2
VC[(x) = | 2zo | et VC[(.’L‘*) =10
21‘3 4
ai
VCEg(z) = | a2 Vz € R3
as

La condition z*C(z*) = 0 implique que z* = 0 car Cj(z*) = —5.
On doit donc avoir y* € R tel que

-2 aj
2 | +y*lax| =0
2 as

On a clairement a; # 0 pour i = 1,2,3 et y* % 0 d’ou on peut exprimer les a; en fonction de y* et injecter dans la
contrainte

Cp(z®) =
a4+ 2a3 = 2
2 4
T = 2
Yy Yy
y o= -1
De 1a on obtient a = (—2,2,2)! [ |
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Exercice 3.6. Exemple d’un probleme de minimisation avec contraintes d’égalité.

La discrétisation du probleme de la chainette (résolu en 1691 par Leibniz, Jean Bernoulli et Huygens). On considere
un assemblage de IV + 1 barres articulées, fixé a ses deux extrémités dont on cherche la position d’équilibre. Les barres
sont supposées identiques, toutes de longueur L, on note (x;—1,vi—1), (x;,y;) les positions des deux extrémités de
la ¢ barre, i = 1,..., N. On se donne les valeurs (z¢, yo) et (xn+1,Yn+1), les inconnues du probleme sont les
positions des extrémités intermédiaires X = (x;,y;)i=1,... n. La position d’équilibre est celle qui minimise 1’énergie,
donc le centre de gravité du systeme

;N
f(X) = AN+ > (i + i)
i=1

Par ailleurs on traduit les contraintes physiques imposant que les barres sont indéformables de longueur L
L2: (-ri_xifl)Q—l_(yi_yifl)Qv 7’:177N+1

1. Ecrire le probleme sous forme matricielle.
2. Ecrire le Lagrangien ¢ pour ce probléme et calculer ses gradients par rapport aux variables primales et duales.

3. Ecrire le Lagrangien pénalisé et calculer ses gradients par rapport aux variables primales et duales.

Corrigé :

1.
1 N+1
X — [ . .
= ! R Sttt Fign ) e

Yo et yn 1 sont des constantes donc c’est équivalent de rechercher le minimum de f(X) =< P, X > avec le
vecteur P défini par

1
P=—-(0,1/2,0,1,...,0,1,0,1/2)%.
Y /2)

Les contraintes L2 = (z; —2;_1)% + (y; —yi_1)? pouri = 1,..., N + 1 peuvent s’écrire (B; X, X) = L? avec
B; nulle partout sauf dans la sous-matrice B; correspondant aux lignes et colonnes 27 — 3 a 27

2. le Lagrangien s’écrit pour Z = (2;)i=1,.. N+1

N+1
UX,Z)=(P,X)+ Y z((BiX,X)— L7

Les gradient du Lagrangien, par rapport aux variables primales

N+1
VxUX,Z)=P+2) zBX,
i=1

et par rapport aux variables duales

(Vz0(X,2)); = (B; X, X) — L*.
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3. Méthode de pénalisation. On choisit un € petit et on minimise

1 N+1 1N+1 ) ) 2
fe(X) = ANTD) ;(yi—l +yi) + 2 ; ((wi —2ic1)? + (yi — yi1)? = L?)

Le gradient de la fonctionnelle pénalisée est V f-(X) = G;(X) avec i = 1,...,2N. On doit calculer G9;—1 =
0f(X)/0x;et Go; = 0f(X)/0y;pouri =1,..., N

Goio1 = Of(X)/0x; = g ((xi — 2i21)® + (i — yic1)® — L)) (@i — @i-1)

—g ((@ix1 — 0)* + Wig1 — ¥i)* — L?)) (wig1 — )

Goi = 0f(X)/0y; = g ((33@ - 1‘1‘71)2 + (yi — yifl)Q - LQ)) (Yi — yi-1)
sit=1ouN

4 ) N2 ] 2 2 . X m
- (@ig1 — 20)* + (i1 —¥i)* — L7)) (yis1 — vi) + { ﬁ sinon

Exercice 3.7. Une entreprise fabrique deux types de vélos. Le modele X est vendu a 500 euros I’unité et le modele Y
est vendu a 1000 euros. Les colits de production mensuels s’élevent a

c(z,y) = ba* + 5y* — 2.5zy + 1000

ou x (respectivement y) désigne le nombre de vélos du modele X (resp. Y) fabriqués. On suppose que tous les vélos
fabriqués sont vendus aussitot.

1. Donner la fonction de profit mensuel p(z, y)

2. On suppose que la capacité de production est de 150 vélos par mois, trouver la répartition entre les deux modeles
permettant de maximiser le profit.

3. Le profit est-il maximum quand la capacité de production maximum est atteinte ?

Corrigé :

1. La fonction de profit mensuel p(z, y) s’obtient en retranchant les cofits de production au produit de la vente
p(z,y) = 500z + 1000y — 522 — 5y* + 2.5zy — 1000
2. La capacité de production maximum peut étre exprimée comme une contrainte d’inégalité
(@) r(z,y) =z +y— 150 < 0.
11 s’agit donc de minimiser —p(x, y) tout en vérifiant (C). On écrit le lagrangien
L(z,y, A\, pp) = =500z — 1000y + 5% + 5y — 2.5zy + 1000 + Az + y — 150 + p?)
et on cherche a annuler ses dérivées partielles par rapport a z, y, A et p.

—500 4 10z — 2.5y + A =0
= —1000+ 10y — 252+ A =0
= z+y—150+p*=0
= 22p=0

T, Y, A,
T, Y, A,
8,\L

o L(
yL(
(z,
0, L(x,

)
)
0
0

En combinant les 3 premiéres équations on obtient —375 + 2\ = 7.542 et la derniére équation implique alors
p=0.Donc A = 187.5 d’ou on obtient z = 55 ety = 95
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3. La contrainte est alors réalisée = + y = 150 et donc le profit maximum est atteint quand la production est
maximum

Exercice 3.8. Un récipient cylindrique doit contenir 20mm?. Le prix du matériau constituant le fond et le couvercle
est de 10 euros /m?, celui du matériau constituant les cotés est de 8 euros /m?2. Trouver les dimensions (rayon 7 et
hauteur h) du récipient le plus économique, par la méthode des multiplicateurs de Lagrange.

Corrigé : Le prix a minimiser est
P(r,h) = 2nr® x 10 + 27rh x 8 = 47 (52 + 4rh)
La contrainte sur le volume est
c(r,h) = mr’h — 20m = 0
Le Lagrangien s’écrit
L(r,h,y) = p(r,h) + ye(r, h)
Les conditions d’optimalité sont V,., L = 0 et V, L = 0 soit, apres simplifications

4(5r +2h) +rhy =
16r +ry =
r*h —20 =

En résolvant ce systeme de trois équations a trois inconnues on trouve

r o= 2

Le prix du récipient le plus économique est alors 2407 euros. |

3.3 Algorithmes pour I’optimisation avec contraintes

On s’intéresse maintenant au probleme général présenté au début de ce paragraphe, faisant intervenir m contraintes
d’égalité notées (cf;(x))z:lm et p contraintes d’inégalité notées (c{ (x))i=1,...p, avec les multiplicatuers de La-
grange associés, y € R™ et z € RP. Plusieurs méthodes peuvent étre envisagées pour résoudre ce probleme en
pratique

— Changement d’inconnues

— Projection

— Pénalisation

— Méthode des multiplicateurs de Lagrange
— Meéthode du Lagrangien augmenté

Exercice 3.9. Cas pathologique pour Matlab On s’intéresse au probleme de minimisation sous contrainte d’in-
égalité dans R? suivant

f@) = Il e(@) =121 -2}
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1. Dessiner le cercle de rayon unité centré a I’origine et la courbe délimitant la contrainte. En déduire graphique-
ment la solution du probléme de minimisation

min  f(x)
(Pr) s.c. c(x) <0
r € R?

2. Calculer par la méthode duale la solution du probleme de minimisation.

3. Commenter la solution calculée par Matlab , avec la fonction fmincon quand on fait varier la solution
initiale passée en argument, en la placant par exemple sur I’axe x2 = 0.

Corrigé :

1. Le minimum global de |z|? est atteint en 0 qui ne vérifie pas la contrainte, donc la contrainte sera activée.
On voit que la parabole est tangente au cercle de centre 0 en 3 points, (1,0), (0.5,1/2/2) et (0.5, —/2/2), de
norme respectives 1, et 0.75. Donc le minimum global de |x|? sur {c(z) < 0} est atteint en (0.5,1/2/2) et

(0.5, —v/2/2).

2. Calculons ce résultat par la méthode duale : si z* € R? est un minimum il existe y* > 0 tel que
20—y =0 x] =y*/2
* *x(_1 _o.\T _ 1Y 1 Yy
vl —af—a3’) =

1—atf—a3? <

)

Siy* =1, 2% = 0.5, 2% = +1/2/2 verifie la contrainte 1 — z7 — 232 = 0.

Si 2% = 0, la condition y*(1 — 2% — 2%?) = 0 devient y*(1 — y*/2) = 0.

La premiére solution y* = z7 = 0 ne vérifie pas la contrainte 1 — 27 — $§2 <0.

La deuxiéme solution y* = 2, 2% = 1 vérifie la contrainte 1 — 2% — 3% = 0.

|(1,0)] = 1 et |(0.5,4v2/2)| = 0.75, comme il n’y a pas d’autres extrema, la fonction est minimum en
1(0.5,4+/2/2)| = 0.75 et maximum en (1, 0).

3. Exemple d’utilisation de fmincon
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function [y,yeq.,g,geq]=contrainte (x)
% % Definition d’une contrainte d’ egalite xI1+x272=1
% yeq=1-x(1)-x(2)"2;

P y=I[1;

% if nargout>2

% geq=[-1;-2xx(2) ];
P g=[1;

% end

% Definition d’une contrainte d’inegalite x1+x272>=1
y=1-x(1)-x(2)"2;
yeq=[1;
if nargout>2
g=[-1;-2xx(2) ];
geq=[];
end
%
% Definition d’une contrainte d’inegalite x1+x2/2<=1
Yo y=—1+x(1)+x(2)"2;

P yeq=[1;

% if nargout>2

%0 g=[+1;+2%x(2) ];
% geq=[1];

% end

%

%

quadcircle.m

% %
% Methodes d’ optimisation avec Matlab %
% Master Mathematiques pour 1’ Entreprise — UPMC %
% Marie .Postel@upmc. fr %
%*»-——- - —————— %

% Test des performances de fmincon sur un cas pathologiue

clear

close all

% changer la valeur de la condition initiale et observer le changement de

% la solution fournie par matlab

x0=[2;0.00007];

nx=100;

PlotContour ( @quadcircle ,nx ,nx,[0;0],1.2,1.5)

y=linspace (—-1.5,1.5,nx);

x=1.—-y."2;

for i=1:nx
z(i)=quadcircle ([x(i);y(i)]);

end

hold on

subplot(1,2,1)

plot(x,y, r’)

subplot(1,2,2)

plot3(x,y,z, 1)

[x,fval ,exitflag ,output ,lambda, grad, hessian] = fmincon( @quadcircle ,x0
1,001,001 .01,[1,.[], @contrainte) ;
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fprintf (“appel 1 a fmincon x=[%f %f] f=%f exitflag=%d\n iterations=%d,
funCount=%d algorithm=%s\n\n’ ,...
x,fval ,exitflag ,output.iterations ,output.funcCount,output.algorithm);

options=optimset(’ GradObj’, on’);

[x,fval ,exitflag ,output ,lambda, grad, hessian] = fmincon( @quadcircle ,x0
101,001,100, 00.0]1,.[]1, @contrainte ,options);

fprintf (“appel 2 a fmincon x=[%f %f] f=%f exitflag=%d\n iterations=%d,
funCount=%d algorithm=%s\n\n’ ,...
x,fval ,exitflag ,output.iterations ,output.funcCount,output.algorithm);

options=optimset (’ GradObj’, on’, GradConstr’, on’);

[x,fval ,exitflag ,output ,lambda, grad ,hessian] = fmincon( @quadcircle ,x0
11,001,100, 00.01,.[]1, @contrainte ,options);

fprintf (“appel 3 a fmincon x=[%f %f] f=%f exitflag=%d\n iterations=%d,
funCount=%d algorithm=%s\n\n’ ,...
x,fval ,exitflag ,output.iterations ,output.funcCount, output.algorithm);

3.3.1 Changement d’inconnues

On peut parfois faire un changement de variables permettant d’éliminer autant d’inconnues qu’il y a de contraintes,
réduisant ainsi la dimension du probléme (voir par exemple I’exemple ??). Dans le cas général, une premiere mé-
thode pour résoudre le probleme (Pr) consiste a faire un changement d’inconnues qui impose automatiquement les
contraintes d’inégalité ¢/ (z) < 0 ou d’appartenance i un convexe z € K. On évite ainsi d’introduire des multiplica-
teurs de Lagrange donc d’augmenter la dimension du probléme. En revanche, suivant la forme des contraintes, il n’est
pas toujours facile ou méme possible d’exprimer ce changement de variables.

Quelques exemples :

— K = (R+)™ — poser z = 2 et optimiser sans contraintes par rapport a ¥.

— K =T,y ,lai,b] — poser z; = aitbi 4 bicicosh; et optimiser sans contraintes par rapport aux 0;

3.3.2 Meéthode du gradient projeté

Cette méthode s’utilise dans le cas ou les contraintes d’inégalité peuvent s’exprimer sous la forme d’une contrainte
d’appartenance a un convexe. Soit K un convexe fermé non vide de R" et f : R® — R une fonction convexe
continue et différentiable. On peut résoudre le probleme d’optimisation avec contraintes

min f(x)

zeK

a I’aide de I’algorithme suivant

Algorithme 3.1 : Algorithme du gradient projeté

Données : Fonction f, convexe K, pas (ak;)k;zo, tolérance 7, nombre maximum d’itérations Ky ax
Résultat : min,cx f(x)
Initialisation : choix de zo € R"
tant que |75 — 2% > 7 ou k < kyax faire
| Résoudre zF! = Py (aF — ap Vf(2F)), k< k + 1
fin
¥ = xp

ou Py est la projection sur K, dont on rappelle ci-dessous la définition.
Projection sur un convexe.
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Définition 3.3. Soit K un convexe fermé non vide de R™. La projection d’un point x € R™ sur K, notée Pg (),
est définie comme 1’unique solution de

inf |z — yl3.
inf o~ yl}

Propriété : De plus P (z) est I'unique élément de K vérifiant

(Pg(z) —x,y — Pg(z)) >0, YyekK

Preuve
— Existence de Px (z) comme minimum sur un fermé d’une fonction f(y) = |« — y|? coercive (Théoreme 1.1)
— Unicité : f(y) est convexe (Hessien =2/gn») donc minimum unique
— Equivalence entre les deux propriétés :
=poury € Ketf €[0,1],0y+ (1 —0)Px(x) € K
— développer |z — P (2)|* < [0y + (1 - 0) Pxc (2) — =
— simplifier par ¢
— faire 6 =0
< pour y € K développer

lo —yl* = lz— Px(2) + Px(z) -yl

|z — P (2)|* + | P (z) — y|* + 2(x — Px(z), Pg(x) —y)
> o — Px(z)]?

On a la propriété suivante :

Théoreme 3.11. Soit f différentiable sur R" et K € R™ un convexe fermé non vide. Notons xy, I’itéré courant
de ’algorithme du gradient projeté et

d(a) = Pg(zr — oV f(xr)) — 2y,

Si d(«) # 0 alors d(«) est une direction de descente Yo > 0.

Preuve Soit o > 0 fixé. Supposons : d(a) = px (vr — oV f(x)) — xp # 0.

d(«) direction de descente de f en zj, < (nablaf(zy),d(a)) <0

Or vy € K, & (P(wy — aV flag)) — (ax — a¥ fax)),y — Prc(wk — a¥ flag))) > 0

Donc pour touty € K (d(«) + aV f(xg)),y — zx — d(a)) >0

Comme z;, € K on choisity = xj ona

(d(a) + aV f(zr),d(a)) < 0ouencore a(V f(x),d(a)) < —|d(a)|?> <0 [
n a le résultat de convergence suivant

Théoreme 3.12. Si f est différentiable, a-elliptique et de gradient C-Lipschitzien, I’Algorithme du gradient
@

projeté ?? converge vers x* quand k — oo pour (a)i>0 suffisamment petit : oy, < o ot a et C sont deux

constantes telles que

CK”[E - y”za vmv Yy e an

Cux_yua V%ZJERH-

(Vf(z) = Vf(y),r—y)
IVf(x) =V £yl
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Preuve Par composition de deux applications contractantes

— x — x — oV f(z) avec les conditions sur oy, (voir Théoreme gradient SC)
— x — Pg(x). En effet

le—yl* = le—y—(Px(e)~ Px() + (Px(x) — Px(y)]?
= lz—y—(Px(x) = Pr(y)|* +
(¢ —y — (Px () = Pk (), P (z) — P (y)) + | Px () — Px ()|
= |z —y— (Px(x) — P’

Or (x — Pg(x), Pk (z) — Px(y)) > 0 car Px(y) € K Donc

[z =y — (Px(z) = Prc(y)|* + |Px(x) — P (y)[?
| P () = Prc ()1

o —yI? >
>

On rappelle la définition/proposition de la projection sur un convexe :

Définition 3.4. Soit K un convexe fermé non vide de R™. La projection d’un point € R™ sur K, notée Pg (x),
est définie comme ’unique solution de

. 2

inf |z — y|5.

JekK ” yla
Propriété : De plus Pk (z) est 'unique élément de K vérifiant

(Pg(z) —x,y — Pg(z)) >0, VYyekK

Preuve
— Existence de Px (z) comme minimum sur un fermé d’une fonction f(y) = |x — y|? coercive (Théoreme 1.1)
— Unicité : f(y) est convexe (Hessien =2/~ ) donc minimum unique
— Equivalence entre les deux propriétés :
=poury € Ketf c[0,1],0y+ (1 —0)Pg(x) € K
— développer | — P (2)* < [0y + (1 - 0) P (z) — «|?
— simplifier par ¢
— faire =0
< pour y € K développer

lo —yl* = Jz— Px(2) + Px(z) -yl
= |z — Pr()]” + | Pr(z) — yI* + 2(x — Px(z), Px(z) — y)
> o — P(2)]?

|
Dans le cas général la solution de ce probléme peut-étre aussi difficile a trouver que celle du probléme d’origine. On
n’utilisera donc la méthode du gradient projeté que dans les cas ol la projection est une étape facile a résoudre.

Exemple 3.5. Projection sur une intersection de demi espaces.
Supposons que K = {z € R",z; > a;,i € I,x; <bj,j € J}avecl,J C {1,...,n}. Onaalors

max(a;, z;), pouri € I\J

PK(J})l = min(bi,xi), pour ¢ € J\I
min(b;, max(a;, x;)), pouri € I N.J
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Exemple 3.6. Projection sur une droite dans R2.

La projection de  sur K = {x € R? 21 + 2w = 1} revient 2 minimiser d(y) = |z — y|?, avec y = (y1,y2)7 et
y1 + 2y2 = 1. On remplace y; par 1 — 2y dans d(y) = (z1 — y1)? + (z2 — y2)? et oncherche le minimum d’une
fonction d’une variable (y2).

On en déduit I’algorithme du gradient projeté a pas fixe pour le probleme

{ f(@) = (z1 = 2)* + (22 — 3)?
K ={x1 4+ 2z9 =1}

Solution exacte : remplacer x1 par 1 — 225 et minimiser f(x3) = (14 222)% + (2 — 3)2 par rapport A 5. On obtient
le minimum pour zo = 1/5etx; = 1 — 2xz9 = 3/5.

Gradient projeté : Le gradient de f(z*) a D’itération k est 2(2} — 2,25 — 3)7. Puis la projection orthogonale de
2k — aV f(2¥) sur {1 + 229 = 1} est le point z**! tel que

xlfﬂ + 2m§+1 =

~2(af - 2a(a} - 2) — o) + (2 - 20(25 —3) — 25T = 0
d’ol on tire
gl = %(1 + 4ah — 225 + da(ah — 225 + 1))
gt = %(2 —22F + 2 — 20(ak — 228 1+ 1))
Pour vérifier que 1I’algorithme converge, calculons z*+1 — 2*
ah g = %(—2 + 42k — 225 + da(ah — 227 4 1))
ah Tt — % = %(1 — 228 2k — 20(ah — 22% + 1))

3 1 -2« 3 1
xlfﬂ 5 5 <4(37If - 5) — 2(ah - 5))

1 1 -2« 3 1
wh Tt - - <—2(fo —)t (x5 — 5))

soit sous forme matricielle 2%+ — 2* = M (2% — 2*) avec

1-2a (4 -2
M=——-
5 -2 1
D’ou on tire une condition suffisante de convergence |M | < 1 qui se traduit sur les valeurs de « par % <a< %

3.3.3 Méthode de pénalisation

Principe : il s’agit de remplacer le probléme sous contraintes par un probléme sans contraintes ol la fonctionnelle
a minimiser prend des valeurs trés grandes quand la contrainte n’est pas réalisée. On se place au départ dans le cas
ou les contraintes d’inégalité reviennent a des contraintes d’appartenance a un convexe K. Il s’agit de trouver une
fonction de pénalisation p(z) telle que les problemes

(Pr) gél}{l f(z),

avec K C R" et )
(Pr.)  minO(z), avec Oc(z)=f(z)+ —p(z)

soient équivalents. Dans ce cas on parle de pénalisation exacte :
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Définition 3.5. Une fonction de pénalisation p(z) associée au probleme (P ) est exacte si toute solution de
(Pg) minimise O..

On pourra par exemple choisir comme fonction de pénalisation

() = { Oifz e K
+xifz ¢ K
qui remplit bien la condition d’exactitude mais n’a pas de propriétés de régularité permettant d’utiliser les algorithmes
de minimisation qu’on a vu au paragraphe précédent.
Si on relaxe cette condition en admettant que les solutions du probleme pénalisé ( Pk ) soient différentes de celles du
probleéme initial (Px ), on parle de pénalisation inexacte, qui peut faire intervenir des fonctions p(z) régulieres. Parmi
les fonctions de pénalisation rentrant dans cette catégorie, on distinguera

— les fonctions de pénalisation intérieures, dont les solutions z} € K.
Dans certains problémes ou f n’est pas définie a I’extérieur de K c’est la seule possibilité. L’idée est d’utiliser
un terme de pénalisation dit "barriere” p(x) qui tend vers I’infini lorsque x s’approche de la frontiere 0K de K.
On pourra par exemple associer la fonction de pénalisation intérieure suivante, dite logarithmique

Oc(z) = f(x) — elog().

construite avec p(x) = — log z. Dans ce cas ¢’est quand le coefficient multipliant p(z) tend vers 0 que la solu-
tion du probleme pénalisé tend vers la solution du probleme contraint. Dans le cas général avec une contrainte
C!(z) < 0 a valeurs dans R?, on utilise la fonction de pénalisation

O:(z) = f(z) —¢ ) log(—¢ (z))
i=1

— les fonctions de pénalisation extérieures dont z¥ — z* avec x% ¢ K pour € # 0.
Pour ces dernieres, on pourra par exemple choisir

— si K = RT" p(z) = |27 |2, ot 2~ est le vecteur des parties négatives des composantes du vecteur
— si K = {z,c(z) = 0}, p(z) = |c()]?
— si K = {z,c(x) <0}, p(z) = |e(z)T|?

On illustre la pénalisation intérieure et extérieure dans I’exemple suivant.

Exemple 3.7. Exemple de pénalisation

P i = s
(Px)  min f(z) =2 +a7
Peat(z) = (z7)?, avec 2~ = max(—zx,0),
pint(z) = —log z.

Pour les fonctions de pénalisation inexactes; on a le résultat de convergence suivant

Théoreme 3.13. Soit f continue et coercive sur un ensemble K € R™ fermé. On suppose que p(x) vérifie les
conditions

1. p(x) continue sur R™,
2. Vz € R", p(x) >0,
3. plx)=0zcK.
Alors
1. Ve > 0 le probléme (Pk.) a au moins une solution x7,

2. La famille (z})z>0 est bornée,
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FIGURE 3.1 — Minimisation de f(x) = x + 23 sur R*, chaque courbe bleue correspond 2 une valeur de ¢ différente,
dont le minimum est indiqué par un cercle. La courbe rouge est le graphe de = + z3. Panel gauche pénalisation
extérieure de f(x) + pest(x)/€ avec peyy = (77)2, Panel droit : pénalisation intérieure de f(z) + epini(z) avec
Dint = — IOg Z.

3. Toute sous-suite convergente extraite de (x%)->0 converge vers une solution de (Pr) quand € ™\ 0.

Ce théoreme permet d’utiliser I’agorithme suivant

Algorithme 3.2 : Algorithme de pénalisation

Données : Fonction ©,, tolérance 7, nombre maximum d’itérations K ax
Résultat : mingcx f(x)
Initialisation : choix de zg € R", g > 0
tant que |1 — x| > 7 et k < kpax faire
Résoudre zj11 = mingcrn O () avec xx comme point de départ
Choisir €11 < €k

k+k+1
fin

¥ = a3

3.3.4 Algorithmes basés sur la dualité

Du théoreme ?? d’équivalence entre les problemes primal et dual découle un algorithme pour trouver la solution
(z*,y*), dit d’Uzawa.
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Algorithme 3.3 : Algorithme d’Uzawa

Résultat : Solution 2* du probleme Pg
Initialisation : Choisir une estimation y° et p > 0
tant que |g*| > ¢|g°| faire

Chercher z* solution du probléme primal

Vz € R, (aF,y%) < £(z,yF)

si % = ((zF, y¥) < F*~1 alors

| diminuer la valeur de p (& partir de la deuxieme itération)
Calculer g* = V,0(z*, y¥)
Modifier y**+1 = y* + pg¥
k< Fk+1

fin

T* =

Données : Le Lagrangien ¢(x, y) et les gradients par rapport & x et y, le pas dual p > 0, la tolérance &

Pour lequel on a le résultat de convergence suivant

Théoréeme 3.14. On suppose que f est de classe C et elliptique, ¥ affine, ¢!

générée par I’algorithme d’Uzawa converge vers x*.

convexe et de classe C' et que
f et ¢! sont lipschitziennes. On suppose de plus que le Lagrangien {(x, v, z) posséde un point selle (x*, y*, z*)
dans R™ x R™ x R%.. Alors il existe p1, pa avec 0 < p1 < po tels que pour tout p € [p1, po] la suite (z¥)j>0

Méme dans les conditions d’application du Théoréeme ??, I’algorithme d’Uzawa converge tres lentement. Il peut Etre
accéléré grace aux idées de la méthode de pénalisation, qui serviront également a convexifier localement la fonction.
Comme on I’a vu dans le paragraphe ??, la pénalisation exacte consiste a modifier la fonctionnelle 2 minimiser en lui
rajoutant un terme qui devient treés grand quand la contrainte n’est pas vérifiée, et qui disparai,t quand la contrainte est

vérifiée.

L’algorithme du Lagrangien augmenté découle de cette idée, qu’on présente ici dans le cas quadratique avec des

contraintes linéaires d’égalités.

fe(x) = %(Aa:,a:) + (b, x) + 2—1€HBx - C|?,
Vf(z) = Az+b+ 1BY(Bz-C).

On remplace le Lagrangien initial par sa régularisée de Yosida-Moreau :

1
Uoy) = F(Aw.2)+ (ba)+ (y, Br— C) + £ Bx - CJP.

Remarque ; le parametre p dans (??) est ’inverse du parametre de pénalisation dans (??).
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Algorithme 3.4 : Lagrangien augmenté dans le cas quadratique avec contraintes linéaires

Données : Le Lagrangien /(x,y) et les gradients par rapport a x et y, la tolérance &
Résultat : Solution 2* du probleme Pg

Initialisation : Choisir une estimation y° et p° > 0

tant que |g*| > ¢|g°| faire

Chercher z* solution du probléme primal

Vz € R, (aF,y%) < £(z,yF)

Calculer ¢* = Bz* — C
Modifier y**+1 = y* 4 pFg"
Mettre 2 jour le paramétre p”
si F¥ = ((2F, y¥) < F*~! alors

| Ml =apFfavec0<a <1
sinon
| pFtl = BpF, avec > 1
k< k+1
fin
T* = xp
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